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Resumo

Aspectos Observacionais em Teorias f (R) no Formalismo de Palatini
Beethoven dos Santos

Tese submetida ao Observatório Nacional do Rio de Janeiro em 19 de abril de 2013,
como requisito parcial para a obtenção do título de Doutor em Astronomia.

Como consequência da vasta quantidade de resultados observacionais existentes nos dias de
hoje, é consenso entre os cosmólogos que uma das principais características do Universo atual
é sua expansão acelerada. No entanto, a origem desta aceleração ainda constitui o maior desafio
da cosmologia nos dias de hoje. No contexto da Relatividade Geral, podemos explicar esta
aceleração mediante a inclusão de uma componente exótica de energia com pressão negativa,
a chamada energia escura. Mas os problemas dos principais candidatos neste contexto, dentre
eles, a constante cosmológica, alimentam o crescente interesse na busca por explicações alterna-
tivas para o mecanismo da aceleração. Teorias f (R) examinam a possibilidade de modificação
da Relatividade Geral de modo a explicar a expansão acelerada do Universo sem necessidade
de supor a existência de uma componente adicional de energia. Estas teorias modificam a La-
grangiana de Einstein–Hilbert pela substituição do escalar de Ricci R por uma função f (R) mais
geral. As equações de campo que governam a dinâmica cósmica nessas teorias dependem do
formalismo variacional adotado.

Nesta tese, nós investigamos as consequências cosmológicas de alguns modelos f (R) no
formalismo variacional de Palatini. Três cenários foram investigados, a saber: os modelos ex-
ponencial, de Hu–Sawicki e lei-de-potência. Para todos eles, realizamos análises observacionais
com dados da relação magnitude–redshift de SNs Ia, estimativas da taxa da expansão cósmica
H(z) e estimativas da razão CMB/BAO, que consiste no produto da escala acústica da radiação
cósmica de fundo `A com a posição do pico das oscilações acústicas bariônicas. Para os mod-
elos de Hu–Sawicki e lei-de-potência, análises envolvendo observações atuais de aglomerados
de galáxias também foram realizadas.

Para cada modelo testado, nós realizamos uma análise de χ2, derivamos os vínculos teóricos
sobre os parâmetros de cada modelo e determinamos o espaço de parâmetros permitido pelas
observações atuais. Para completar nossas análises, construímos a história da expansão para
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cada modelo investigado. Nossos resultados mostram que, pelo menos no nível do background,
os dados utilizados não permitem a dinstinção entre os modelos testados no formalismo de
Palatini e o modelo ΛCDM.

Diferentemente de resultados anteriores para estes modelos no formalismo métrico, nós
mostramos que estes cenários podem reproduzir a sequência padrão das eras cosmológicas (era
da radiação, era da matéria e era da aceleração), mesmo sem a inclusão da energia escura. No
caso do modelo f (R) exponencial, ainda é possível mostrar que a aceleração do universo pode
ser um fenômeno transitório, com o estágio atualmente acelerado sendo seguido por uma nova
fase dominada pela matéria.

Palavras chaves: Cosmologia; gravidade modificada; teorias f (R); formalismo de Palatini;
aceleração cósmica.



Abstract

Observational Aspects of the f (R) Theories in Palatini Formalism
Beethoven dos Santos

Thesis submitted to the Observatório Nacional of Rio de Janeiro on April 19th, 2013,
in partial fulfillment of the requeriments for the Doctor’s degree in Astronomy.

As consequence of the vast amount of observational results available today, it is consensus
among cosmologists that one of the main features of our universe is its accelerated expansion.
However, understanding the origin of this acceleration is still one of the biggest challenges in
cosmology today. In the context of General Relativity, it is possible to explain this acceleration
by including an exotic energy component with negative pressure, the so-called dark energy. But
the problems of the main candidates in this context, among them, the cosmological constant,
motivate the increasing interest in the search for alternatives explanations to the mechanism of
acceleration. f (R) theories examine the possibility of modifications in General Relativity in
order to explain the accelerated expansion of the Universe without introducing a dark energy
component. These theories modify the Einstein–Hilbert Lagrangian by replacing the Ricci
scalar R for a more general function f (R). The field equations that drives the cosmic dynamics
in these theories depend on the variational formalism adopted.

In this thesis, we investigated the cosmological consequences of some f (R) models in the
Palatini formalism. Three scenarios have been investigated, i.e.: the exponential, Hu–Sawicki
and power-law models. We have performed observational analyses using data of the magnitude-
redshift relation of SNe Ia, estimates of the expansion rate H(z) and current measurements of
the CMB/BAO ratio, i.e. the product of the cosmic microwave background acoustic scale `A

with the position of the baryon acoustic oscillations peak. For the Hu–Sawicki and power-law
models, analyses involving current observations of galaxy clusters were also performed.

For each model test, we performed an χ2 analysis, derived theoretical constraints on the
model parameters and determined the parametric space allowed by current observational data.
To complete our analyses, we construct the expansion history for each model. Our results
shows that, at least at the background level, the observational data used here do not allow the
distinction between the models tested in the Palatini formalism and the ΛCDM model.
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In contrast to previous results for these models with the metric approach, we show that these
scenarios are able to produce the standard sequence of radiation-dominated, matter-dominated
and accelerating eras, without need of dark energy. In the case of the exponential model, it is
possible to show that the current cosmic acceleration can be transitory phenomenon, with the
present-day epoch being followed by a new matter-dominated era.

Keywords: Cosmology; modified gravity; f (R) theories; Palatini formalism; cosmic acceler-
ation.
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Notações, convenções e símbolos

Ao longo desta tese, expressões em outros idiomas estarão escritas em itálico. No que diz
respeito às unidades, adotaremos com frequência (exceto nos casos em que seja dito o contrário)
unidades em que c = a0 = 1. Além disso, o escalar de Ricci R será dado em unidades de H2

0 e,
embora seja comum o uso de G = 1 na literatura, não será utilizada tal notação. Ao invés disso,
utilizaremos com frequência a definição κ ≡ 8πG. Por fim, a unidade de distância utilizada
como padrão será o megaparsec (Mpc): 1 Mpc = 3,26 × 106 anos-luz = 3,09 × 1022 m.

No contexto matemático, a assinatura da métrica utilizada como padrão será (− + ++). Du-
rante todo o texto, índices gregos (α, β, ...) irão variar de 0 a 3, enquanto os latinos (i, j, ...) irão
variar de 1 a 3. Índices repetidos irão obedecer a convenção de soma de Einstein. Uma tentativa
foi realizada para se definir cada quantidade ou parâmetro em sua primeira ocorrência no texto.
No entanto, a lista abaixo poderá ser útil no esclarecimento dos parâmetros mais frequentes.

Alguns símbolos:

hµν Métrica conforme

h Determinante de hµν

Γαµν Símbolos de Christoffel da métrica gµν{
α
µν

}
Conexões de Levi–Civita da métrica gµν

∇µ Derivada covariante formada com
{
α
µν

}
∇̂µ Derivada covariante formada com Γαµν

Rαµβν Tensor de curvatura generalizado

Rµν Tensor de Ricci generalizado

R Escalar de Ricci generalizado

S m Ação da matéria

Tµν Tensor energia-momento

φ Campo escalar genérico

ψ Campos de matéria (coletivamente)
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Algumas siglas e abreviações utilizadas

BAO Baryon acoustic oscillations (oscilações acústicas bariônicas)

BD Brans–Dicke

CDM Cold dark matter (matéria escura fria)

CMB Cosmic microwave background (radiação cósmica de fundo)

DGP Dvali–Gabadadze–Porrati

FLRW Friedmann–Lemaître–Robert–Walker

HST Hubble Space telescope

LSS Large scale structure (estrutura de grande escala)

MCP Modelo Cosmológico Padrão

PC Princípio cosmológico

RE Relatividade Especial

RG Relatividade Geral

SNs Ia Supernovas tipo Ia

WMAP Wilkinson Microwave Anysotrope Probe
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1 Introdução

Desenvolvimento das ideias em gravitação. Desde a antiguidade, a busca pela com-
preensão da natureza tem sido a nascente de diversas questões fundamentais sobre o Universo
em que vivemos. Dos pensamentos dos filósofos gregos às descobertas de Sir Isaac Newton no
século XVII, diversas teorias e visões tem alimentado a evolução dos principais conceitos sobre
o nosso cosmos. Durante todo este tempo, uma atenção especial sempre foi reservada ao con-
hecimento do mecanismo pela qual todos os corpos gravitam, muito provavelmente motivada
pelo fato de a gravidade estar relacionada com os fenômenos presentes na nossa vida diária.

Os primeiros estudos experimentais dos efeitos da gravidade terrestre sobre os corpos que
a habitam foram realizados por Galileu Galilei no final do século XVI. Utilizando pêndu-
los e planos inclinados, Galileu implantou uma nova metodologia na investigação científica
mostrando a necessidade da realização de experiências no estudo dos fenômenos naturais. Neste
contexto, a gravidade terrestre teve um papel fundamental sobre as ideias de Galileu.

Cerca de um século após os experimentos de Galileu, Isaac Newton uniu a gravidade ter-
restre com a gravidade celeste em uma única teoria, a Teoria da Gravitação Universal. As
ideias de Newton sobre a gravidade incorporavam dois conceitos importantes: a ideia de es-
paço absoluto e o chamado princípio de equivalência fraco, que define que as massas inerciais
e gravitacionais são iguais. Sintetizando as leis da mecânica Newtoniana com a lei do inverso
do quadrado, a teoria da gravitação de Newton obteve sucesso em explicar fenômenos tanto em
escalas terrestres como em escalas planetárias. Isto fez com que a gravitação Newtoniana fosse
considerada por muito tempo a teoria de gravidade correta, uma vez que ela descrevia todos os
aspectos da gravidade conhecidos naquela época.

Com a extrapolação da teoria de Newton ao entendimento do Universo, a cosmologia começou
a dar os primeiros passos como ciência. Mas apesar dos êxitos desta teoria, diversos problemas
começaram a surgir nos anos que se seguiram. A teoria Newtoniana não era capaz, por exemplo,
de prever o excesso na precessão da órbita de Mercúrio, medido por Urbain Le Verrier e Simon
Newcomb, em 1855 e 1882, respectivamente. Além disso, os efeitos da gravitação Newtoniana
ocorriam de forma instantânea e a teoria não fornecia uma explicação sobre a natureza da in-
teração gravitacional, apenas descrevia suas consequências. Os primeiros ataques às ideias de
Newton foram realizados ainda no século XVII por Gottfried Wilhelm Leibniz e, mais tarde,
por Ernst Mach em 1893, através de um conceito posteriormente chamado por Albert Einstein

1
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de princípio de Mach. Ambos colocavam dúvidas acerca da noção Newtoniana de espaço abso-
luto. Em resumo, o princípio de Mach estabelecia que a inércia de qualquer corpo tem que vir de
sua interação com todas as outras massas do Universo. Isto entrava em contradição com a ideia
de Newton na qual a inércia de um corpo sempre era relativa ao espaço absoluto. As ideias de
Newton começaram a ser reconsideradas e o maior desafio para a gravitação Newtoniana ainda
estaria por vir.

Foi em 1905 que Albert Einstein completou sua teoria da Relatividade Especial (RE), a partir
de dois postulados: o princípio da relatividade, que diz que as leis da física são as mesmas em
todos os referenciais inerciais, e a constância da velocidade da luz, que define um valor máximo
para a velocidade de propagação das informações no vácuo e torna esse valor constante em todos
os referenciais inerciais. O princípio da relatividade fez a Relatividade Especial de Einstein
romper com o conceito de referencial absoluto de Newton. Uma drástica consequência desta
nova teoria era que, embora ela fosse compatível com a teoria eletromagnética de Maxwell,
ela indicava que a mecânica Newtoniana deveria ser apenas uma aproximação no limite de
baixas velocidades comparadas à da luz. Em outras palavras, a Relatividade Especial extendia a
mecânica de Newtoniana e seus conceitos de movimento relativo iam além das ideias de Galileu
e Newton.

Mesmo obtendo sucesso na conciliação da óptica com a mecânica, a RE ainda carecia de
limitações conceituais, sendo a principal delas a restrição a sistemas inerciais. Demorou exatos
dez anos até o próprio Einstein incorporar a gravitação em sua teoria da relatividade e estender
suas ideias aos sistemas não-inerciais. Sua nova teoria, a Relatividade Geral (RG), explicou
notavelmente o problema da precessão de Mercúrio, além de prever com precisão a deflexão
gravitacional dos raios de luz ao passarem pela vizinhança do Sol, tal como foi medido por
Sir Arthur Eddington durante um eclipse solar em 1919. A diferença mais drástica entre a
Relatividade Geral e a gravitação de Newton é que a primeira respondia a questão quanto a
origem da gravidade. A RG é uma teoria geométrica do campo gravitacional. Nela, a gravidade
não é uma força e sim uma consequência do fato que a geometria do espaço-tempo é modificada
pela distribuição de matéria e energia presente. Devido aos sucessos observacionais nos anos
que se seguiram, a RG “derrubou” a gravitação Newtoniana, tornando-a um caso limite para
baixas velocidades e campos gravitacionais fracos. Ainda hoje, ela permanece como a mais
bem aceita teoria para os fenômenos gravitacionais.

O Modelo Cosmológico Padrão e o status atual da cosmologia. A evolução das ideias
a respeito do Universo sempre esteve ligada às mudanças na compreensão sobre a gravidade. O
desenvolvimento da RG fez a cosmologia experimentar nos últimos cem anos as transformações
mais radicais em seu curso. Estas transformações forneceram à cosmologia uma sólida base
científica fazendo-a adquirir um caráter mais experimental em comparação ao cunho filosófico,
metafísico e até mesmo religioso que ela carregou ao longo dos séculos.

Considera-se que o surgimento da cosmologia moderna ocorreu com a aplicação das equações
de campo da RG na cosmologia, realizada pelo próprio Einstein dois anos após ele ter desen-
volvido a RG. Mais tarde, os trabalhos de Einstein foram extendidos por de Sitter, Friedmann e
Lemaître. Utilizando a RG em conjunto com o princípio cosmológico (PC)*, Einstein publicou,

* O princípio cosmológico estabelece que não há nem local nem direção preferencial na estrutura de grande escala
do Universo.
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em 1917 (Einstein 1917), o que é considerado o primeiro modelo cosmológico. Ele apresen-
tou este modelo como uma solução para suas equações de campo, que descrevia um universo
estático, de acordo com as ideias e observações de sua época. A solução elaborada por Ein-
stein consistiu na introdução de um termo repulsivo nas equações de campo cujo efeito seria
contrabalancear o efeito atrativo da gravitação. Tal termo é comumente chamado constante
cosmológica e normalmente denotado pela letra grega Λ.

Recentemente, pesquisas envolvendo dados de distâncias de supernovas tipo Ia (SNs Ia),
lideradas por Riess et al. (1998) e Perlmutter et al. (1999) têm corroborado a evidência de
que, atualmente, o Universo passa por uma fase de expansão acelerada em escalas cosmológ-
icas. Desde então, diversos modelos têm surgido na tentativa de se encontrar uma explicação
plausível para a origem desta aceleração. No modelo mais aceito atualmente, o chamado Mod-
elo Cosmológico Padrão (MCP), a RG juntamente com o Princípio Cosmológico (PC) e uma
constante cosmológica governam a dinâmica do universo. As bases teóricas deste modelo se en-
contram em forte concordância com os resultados das observações astronômicas mais recentes.
Tais resultados ainda reforçam a validade dos pilares que, juntos, constituem o MCP, ou seja,
a expansão do Universo, a nucleossíntese primordial e a radiação cósmica de fundo (CMB) de
≈ 2,7 K.

No cenário do MCP, o problema da aceleração é tratado através da inclusão de uma constante
cosmológica ou, mais genericamente, uma componente de energia exótica, a chamada energia
escura, com pressão negativa e responsável por cerca de ≈ 3/4 da densidade do Universo. Os
resultados observacionais que dão suporte à existência desta componente exótica de energia
incluem medidas de distâncias de supernovas tipo Ia em redshifts intermediários e altos (Riess
et al. 1998, Perlmutter et al. 1999, Riess et al. 2004, Astier et al. 2006, Sullivan et al. 2011,
Suzuki et al. 2012), medições das anisotropias da radiação cósmica de fundo (de Bernardis
et al. 2000, Komatsu et al. 2011), observações da estrutura de grande escala do Universo (LSS)
(Spinrad et al. 1997, Eisenstein et al. 2005), estimativas da idade do Universo (Krauss & Turner
1995, Chaboyer 1998, Jimenez 1996, Alcaniz & Lima 1999), medidas da fração de gás em
aglomerados de galáxias (Ettori et al. 2009), dentre outros.

Atualmente, o modelo mais simples e aceito para descrever a energia escura é o chamado
modelo de concordância cósmica ou ΛCDM, onde a constante cosmológica Λ, com equação de
estado p = −ρ (onde ρ e p são a densidade de energia e a pressão, respectivamente), representa
a densidade do vácuo e assume o papel de energia escura. No entanto, este modelo apresenta
alguns problemas do ponto de vista teórico como, por exemplo, a enorme discrepância de aprox-
imadamente 120 ordens de grandeza entre o valor estimado pela teoria quântica de campos para
a densidade de energia do vácuo e o fornecido pelas observações cosmológicas para a constante
cosmológica (este é o chamado “problema da constante cosmológica” (Weinberg 1989)). O
completo desconhecimento acerca da natureza da energia escura nos leva atualmente a um dos
principais problemas entre a física fundamental, a cosmologia e a astrofísica. Tal questão per-
manece em aberto nos dias de hoje e é consenso que sua resposta trará profundas modificações
na física no seu nível mais fundamental, como no modelo padrão da física de partículas.

Alternativas à RG e as teorias f (R). Os problemas do MCP mencionados acima foram os
principais fatores que contribuíram para o crescente interesse por alternativas à energia escura.
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Figura 1.1.: Evolução do número de artigos sobre gravidade modificada que foram submetidos ao ArXiv
nas duas últimas décadas. Fonte: Bookworm arXiv (http://arxiv.culturomics.org).

Nos últimos anos, a busca por modificações na RG que expliquem os dados cosmológicos atuais
teve um aumento muito significativo (ver Fig. 1.1), abrindo um grande leque de possibilidades e
propostas concorrentes ao MCP. Podemos citar como exemplos típicos de tais propostas os mod-
elos de Branas (Maartens 2004). No entanto, uma outra classe de teorias que vem recebendo
uma grande atenção por parte da comunidade científica são as chamadas teorias f (R) (Nojiri
& Odintsov 2007a, Capozziello & Francaviglia 2008, Sotiriou & Faraoni 2010, De Felice &
Tsujikawa 2010a). Estas teorias se caracterizam por uma generalização da Lagrangiana na ação
de Einstein–Hilbert da RG,

S EH =
1
2κ

∫
d4x
√
−gR , (1.1)

por uma função mais geral do escalar de Ricci R,

S f =
1
2κ

∫
d4x
√
−g f (R) , (1.2)

onde κ ≡ 8πG, G é a constante gravitacional de Newton, g é o determinante do tensor métrico
gµν (ver seção 2.1) e consideramos unidades em que c = 1†.

Embora o aumento do interesse por mudanças na ação da gravidade seja relativamente re-
cente, a tentativa de substituição do escalar de Ricci R por uma função f (R) não é nova e
esta tarefa já havia sido realizada bem antes da ideia de uma energia escura e mesmo a teoria
da inflação terem sido propostas (Weyl 1919, Eddington 1923, Buchdahl 1970). No entanto,
essas tentativas eram motivadas apenas pela curiosidade científica. Com a descoberta da ex-
pansão acelerada em 1998–99, um novo estímulo para as modificações na teoria de gravidade
surgiu a partir das observações astrofísicas e cosmológicas. Desde então, diversos modelos f (R)
têm sido apresentados com a função de explicar a atual fase de expansão acelerada do Uni-
verso através da modificação da ação de Einstein–Hilbert e, consequentemente, das equações
de campo advindas desta ação modificada (Capozziello et al. 2003, Carroll et al. 2004, Starobin-
sky 2007, Cognola et al. 2008, Hu & Sawicki 2007). O objetivo de tais modelos é a busca por
soluções das equações de campo, que levam a evolução cósmica a uma aceleração recente, sem
a necessidade de qualquer componente exótica de energia.

Vários trabalhos foram publicados nos últimos anos explorando as consequências teóricas e
observacionais das modificações na RG. O que parece consenso é que as teorias f (R) tendem

† Daqui em diante, a menos que a aparição de c seja extremamente necessária, utilizaremos unidades em que
c = 1.

http://arxiv.culturomics.org


5

a ter sua funcionalidade dentro de certos regimes particulares. Um dos principais problemas
que essas teorias enfrentam consiste na extensão de sua validade tanto em pequenas escalas
(vizinhaça solar, por exemplo) quanto em escalas cosmológicas. No entanto, sabe-se que este
tipo de problema não afeta todas as formas de f (R) existentes. Algumas formas específicas que
estão em concordância com testes no Sistema Solar também aparentam serem viáveis em escala
cosmológica (Hu & Sawicki 2007, Starobinsky 2007, Nojiri & Odintsov 2006, 2007b).

Teorias f (R) examinam a possibilidade de modificação da RG em maior ou menor grau,
de modo a explicar a expansão acelerada do Universo sem necessidade de supor a existência
da energia escura. Como mencionado na anteriormente, a gravidade de Einstein é modificada
através da substituição do escalar de curvatura R por uma função f (R) na ação de Einstein–
Hilbert. As equações de campo obtidas após o processo de extremização da ação irão depender
fortemente do princípio variacional adotado. Neste caso temos, basicamente, duas formulações
variacionais possíveis: a formulação métrica, em que o único campo livre da ação é dado pela
métrica, e a formulação de Palatini, em que a métrica e as conexões são considerados campos
independentes. Dependendo da formulação adotada, as equações de campos serão bastantes
diferentes. Do ponto de vista puramente observacional, é importante mencionar que, apesar de
explicar a expansão acelerada, a maioria das teorias f (R) na formulação métrica tem apresen-
tado problemas de estabilidade, além de, em alguns casos, não conseguir reproduzir a chamada
era da matéria na expansão cosmológica (Amendola et al. 2007b) (veja também (Capozziello
et al. 2006b) para uma conclusão diferente). Por outro lado, as teorias f (R) na formulação de
Palatini, além de explicarem a expansão acelerada sem necessidade de energia escura, apresen-
tam estabilidade e reproduzem muito bem todas as eras cosmológicas (Amarzguioui et al. 2006,
Fay et al. 2007, Santos et al. 2008, Carvalho et al. 2008, Campista et al. 2011).

Estrutura da tese. Nesta tese, nós investigaremos as consequências cosmológicas de três
formas funcionais f (R) no formalismo de Palatini e apresentaremos os resultados a respeito da
viabilidade observacional destas teorias f (R) neste formalismo. As formas funcionais inves-
tigadas são (como são conhecidas na literatura): função exponencial, função de Hu–Sawicki
e função lei-de-potência. Nossa metodologia consiste na comparação observacional destes
modelos‡ com os resultados das observacões cosmológicas mais recentes envolvendo a re-
lação magnitude–redshift de SNs Ia, estimativas da taxa de expansão cósmica H(z), fração de
gás em aglomerados de galáxias e medições do produto da escala acústica da CMB `A com a
posição do pico das oscilações acústicas bariônicas (BAO), daqui em diante denominada “razão
CMB/BAO”. Para cada modelo testado, nós realizaremos uma análise de χ2, derivaremos os vín-
culos teóricos sobre os parâmetros de cada modelo e determinaremos o espaço de parâmetros
permitido pelas observações atuais. Nossos resultados mostram que, com exceção do modelo
exponencial, os modelos investigados no formalismo de Palatini são indistinguíveis do modelo
ΛCDM, pelo menos no nível do background§. Diferentemente de resultados anteriores en-
contrados com o formalismo métrico, nós mostraremos que estes cenários podem reproduzir a
sequência padrão das eras cosmológicas, mesmo sem a inclusão de uma constante cosmológica,
o que é exigido no modelo ΛCDM. Para o modelo exponencial mostramos ainda a possibili-

‡ Nesta tese, um modelo é definido pela união de uma forma funcional f (R) e o formalismo variacional adotado.
§ Isto é, sem considerar os efeitos das perturbações cosmológicas.
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dade de uma aceleração transitória, o que está de acordo com alguns requerimentos da teoria de
cordas (Fischler et al. 2001).

Além deste, mais sete capítulos formam o corpo principal desta tese. Iniciaremos a primeira
parte do texto com uma breve revisão de alguns conceitos teóricos e observacionais que con-
stituem a base do Modelo Cosmológico Padrão, mostrando como o MCP está totalmente funda-
mentado na Relatividade Geral. No capítulo 3, discutiremos o problema da aceleração cósmica
e introduziremos algumas alternativas à RG e ao MCP. No capítulo 4 revisaremos os funda-
mentos, alguns aspectos observacionais e as principais motivações por trás das teorias f (R),
discutindo as características mais relevantes dos formalismos métrico e de Palatini, além das
divergências entre ambos. A contribuição original desta tese será apresentada em sua segunda
parte, mais especificamente nos capítulos 5, 6 e 7. Neles apresentaremos e discutiremos as
consequências cosmológicas de três formas funcionais f (R) no formalismo de Palatini, a saber:
o modelo exponencial, o de Hu–Sawicki e modelo lei-de-potência. Veremos que nossos re-
sultados demonstraram a viabilidade dessas teorias quando se considera a história da expansão
cósmica. Completaremos a leitura base desta tese apresentando, no oitavo e último capítulo,
as principais conclusões dos nossos trabalhos e as perspectivas sobre novos resultados. Final-
mente, apresentaremos de maneira breve nos apêndices A e B algumas quantidades observa-
cionais e as ferramentas estatísticas utilizadas em nossos trabalhos, respectivamente.



Parte I.

CONCEITOS TEÓRICOS
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2 Relatividade Geral e o
Modelo Cosmológico Padrão

Resumo: Uma revisão dos principais conceitos
da Relatividade Geral é brevemente apresentada.
Os pilares que constituem o Modelo Cosmológico
e algumas de suas consequências são discutidas.

Existem alguns requerimentos mínimos que qualquer teoria relativística de gravidade deve
satisfazer. Entre eles, ela deve reproduzir a dinâmica Newtoniana no limite de campo fraco,
de modo a explicar os resultados das observações astronômicas locais. Ela deve, por exemplo,
descrever as órbitas dos planetas e o potencial de estruturas gravitacionalmente ligadas. Ela
deve também passar nos bem estabelecidos testes do Sistema Solar (Will 1993); reproduzir a
dinâmica galáctica, incluindo nessa dinâmica, os componentes observados (como as estrelas,
planetas, poeira e gás), a radiação e o potencial Newtoniano, uma vez que ele é extrapolado
para escalas galácticas; descrever a estrutura de grande escala (aglomerados de galáxias, por
exemplo), além de descrever também a dinâmica cosmológica, reproduzindo, de uma maneira
consistente, os parâmetros cosmológicos como, por exemplo, a taxa de expansão, a constante
de Hubble e os parâmetros de densidade.

A Relatividade Geral é a teoria mais simples que tenta satisfazer os requerimentos citados
acima. Ela se baseia na suposição de que o espaço e o tempo não mais representam entidades
absolutas mas sim, devem ser unidos em uma única estrutura, o espaço-tempo. A RG nos
diz que, ao contrário de outros campos na natureza (campos eletromagnéticos, por exemplo)
a gravidade é a manifestação da curvatura do espaço-tempo. No limite em que não existem
forças gravitacionais, o espaço-tempo da RG deve reproduzir a estrutura de espaço-tempo de
Minkowski.

Embora tenha elaborado rapidamente as bases físicas que tornariam possível a RG, Einstein
ainda não dispunha de uma representação matemática plausível para suas ideias. Isto só foi
possível após ele ter feito uso das ideias apresentadas por Riemann, que definiu que o Universo
deve possuir um espaço-tempo curvo (não-euclidiano), no qual a distribuição de matéria deve

9
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influenciar localmente a curvatura da estrutura do espaço-tempo. Esta curvatura tem que ser
estabelecida através das observações astronômicas (Eisenhart 1997). Uma outra propriedade do
espaço-tempo da RG é que ele é Lorentziano, ou seja, sua métrica possui sinais mistos, algo
que foi herdado da Relatividade Especial.

A RG é fortemente baseada em quatro suposições que qualquer teoria de gravitação tem
que satisfazer. São elas: O princípio da relatividade, que requer que todos os referenciais
sejam equivalentes do ponto de vista físico, de tal maneira que nenhum referencial deve ser
preferido em relação a todos os outros, seja ele inercial, ou não; o princípio da equivalência,
que requer que os efeitos inerciais sejam localmente indistinguíveis dos efeitos gravitacionais
(isto leva à equivalência entre as massas inerciais e gravitacionais); o princípio da covariância,
que requer que as leis da física devam ter a mesma forma em todos os sistemas de coordenadas;
e o princípio da causalidade, que exige que cada ponto do espaço-tempo deve admitir uma
noção universalmente válida do passado, presente e futuro.

2.1. Ferramentas da Relatividade Geral

Existem diversas quantidades físicas e ferramentas matemáticas que precisamos conhecer para
realizarmos os cálculos necessários tanto em Relatividade Geral como em qualquer teoria de
gravitação. A mais fundamental dessas quantidades é a métrica gµν, que é um tensor simétrico
e tem um papel fundamental tanto em RG quanto em cosmologia. Ela é um tensor não-
degenerado, ou seja, g ≡ det(gµν) , 0. Com isso, podemos definir a métrica inversa como

gµνgνα = δµα , (2.1)

onde a simetria de gµν (gµν = gνµ) implica na simetria de gµν. Einstein postulou que as forças
gravitacionais devem ser descritas pela curvatura que o campo do tensor métrico gera em
uma variedade espaço-temporal quadridimensional. Na RG, a métrica possui uma assinatura
Lorentziana e, daqui em diante, será assumida como sendo (−,+,+,+).

A métrica gµν possui diversas características importantes. Ela realiza na RG o mesmo papel
do potencial gravitacional Φ na gravitação Newtoniana. Ela também nos fornece, uma noção
de “passado” e “futuro”, além de nos permitir calcular o tempo próprio e o intervalo de espaço-
tempo entre dois eventos (Carroll 2004). Uma outra característica importante da métrica é que
ela pode ser utilizada para abaixar e levantar índices. A partir da métrica, nós podemos definir
o elemento de linha

ds2 = gµνdxµdxν , (2.2)

onde dxµ é um deslocamento infinitesimal na direção de xµ.

Uma das ferramentas mais utilizadas sempre que cálculos em RG são realizados são os
chamados símbolos de Christoffel, definidos em função da métrica como

Γαµν =
{
α
µν

}
=

1
2

gαβ
(
gβν,µ + gµβ,ν − gµν,β

)
, (2.3)

onde
{
α
µν

}
são as conexões de Levi–Civita para a métrica gµν e os símbolos “,” representam as

derivadas parciais com relação à componente em questão (,µ ≡ ∂µ = ∂/∂xµ)*. Uma vez que uma

* Nesta tese iremos, possivelmente, alternar entre estas notações.



2.2. AS EQUAÇÕES DE CAMPO DA RELATIVIDADE GERAL 11

métrica gµν é dada, sua curvatura é expressa pelo tensor de Riemann (ou tensor de curvatura)

Rα
µβν = Γαµν,β − Γαµβ,ν + ΓσµνΓ

α
σβ − ΓσµβΓ

α
σν , (2.4)

onde sua contração
Rµν = Rα

µαν , (2.5)

é o tensor de Ricci. O traço da Eq. (2.5) fornece o escalar de Ricci

R = Rµ
µ = gµνRµν , (2.6)

que é a última quantidade necessária para podermos construir o tensor de Einstein

Gµν = Rµν −
1
2

Rgµν . (2.7)

2.2. As equações de campo da Relatividade Geral

Na RG, a curvatura do espaço-tempo é determinada localmente pela distribuição de matéria e
energia, onde esta distribuição é dada pela tensor energia-momento Tµν. Para um fluido perfeito
o tensor energia-momento é dado por

Tµν = (p + ρ)uµuν + pgµν , (2.8)

onde p e ρ são a pressão e a densidade de energia do fluido, respectivamente, e uµ é a quadrive-
locidade de um observador comóvel com o fluido, definida por

uµ =
dxµ
√
−ds2

, (2.9)

onde uµuµ = −1. Em forma matricial, podemos escrever este tensor energia-momento como

Tµν =



−ρ 0 0 0

0 p 0 0

0 0 p 0

0 0 0 p


, (2.10)

cujo traço é
T = gµνTµν = −ρ + 3p . (2.11)

Com o objetivo de obter as equações de campo para sua nova teoria, Einstein utilizou uma
analogia com a equação de Poisson, uma vez que esta descreve o potencial gravitacional New-
toniano. Ele então postulou as seguintes equações de campo para a dinâmica das forças grav-
itacionais

Rµν =
κ

2
Tµν , (2.12)

onde κ ≡ 8πG é a constante de acoplamento. Como mostrado por Hilbert, essas equações não
tinha uma origem variacional, uma vez que, segundo ele, não havia uma Lagrangiana que a re-
produzisse. Para Hilbert, elas se mostraram insatisfatórias do ponto de vista físico e matemático.
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Mais tarde, Einstein retrucou, dizendo saber deste problema, pois elas não satisfaziam a equação
de continuidade de qualquer tipo conhecido de matéria. Para esclarecer melhor, considere que
a matéria pode ser descrita como um fluido perfeito, ou seja, com o tensor energia-momento
Tµν dado pela Eq. (2.8). Então a equação de continuidade requer que Tµν seja covariantemente
constante, ou seja, que satistaça a lei de conservação

∇µTµν = 0 , (2.13)

onde ∇µ é a derivada covariante com relação à métrica. A inconsistência com a Eq. (2.12) surge
por que, a menos que R = 0, temos ∇µRµν , 0 (Capozziello & Francaviglia 2008).

Einstein e Hilbert concluíram, de maneira independente, que as equações de campo (2.12)
deveriam ser substituidas pelas equações corretas

Gµν = Rµν −
R
2

gµν = κTµν , (2.14)

onde Gµν é atualmente chamado de tensor de Einstein de gµν. Estas equações possuem origem
variacional e satisfazem as leis de conservação (2.13). Isto se deve ao fato de ∇µGµν = 0, que
segue das chamadas identidades de Bianchi:

Rσµαβ;ν + Rσµνα;β + Rσµβν;α = 0 . (2.15)

Podemos notar aqui que, embora possível, não é estritamente necessário a obtenção das
equações de campo da RG a partir de uma formulação Lagrangiana (ou variacional). É impor-
tante esclarecer no entanto que, uma vez que esta formulação é a base por trás das teorias f (R),
é de nosso interesse demonstrar, no próximo capítulo, como podemos chegar a estas equações
a partir de uma ação.

2.3. O formalismo Lagrangiano da Relatividade Geral

Uma vez que a RG assume que o único campo que media as interações gravitacionais é a
métrica, e que qualquer outro campo está associado as campos de matéria, podemos dividir a
Lagrangiana da RG em uma soma de uma “Lagrangiana da matéria” Lm, cuja derivada varia-
cional fornece Tµν, ou seja,

Tµν = −
2
√
−g

δ
[√
−gLm(gµν,ψ)

]
δgµν

, (2.16)

onde g é o determinante da métrica gµν e ψ refere-se coletivamente aos campos de matéria, e
uma “Lagrangiana gravitacional”, ou Lagrangiana de Einstein–Hilbert,

LEH =
R
2κ
. (2.17)

Podemos então formar a seguinte ação

S =

∫
d4x
√
−g

[
LEH +Lm(gµν,ψ)

]
=

1
2κ

∫
d4x
√
−gR +

∫
d4x
√
−gLm(gµν,ψ)

= S EH + S m , (2.18)
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onde o primeiro termo do lado direito é comumente chamado de ação de Einstein–Hilbert e já
foi definido pela Eq. (1.1).

A utilização da formulação Lagrangiana na obtenção das equações de campo tem um papel
de extrema importância no desenvolvimento de teorias alternativas de gravidade. Podemos citar
dois aspectos vantajosos desta escolha. Uma das vantagens é uma maior facilidade na compara-
ção de teorias alternativas de gravidade por meio de uma ação, ao invés da análise direta das
equações de campo. Um outro ponto a favor é um melhor entendimento físico quando teorias
alternativas de gravidade são descritas por meio de uma ação (termos cinéticos, dinâmicos e
acoplamentos). Deixaremos os detalhes envolvendo modelos alternativos de gravidade para o
próximo capítulo. Na próxima seção, discutiremos as consequências da aplicação da RG no
contexto cosmológico e como as observações contribuíram para o seu sucesso.

2.4. O Modelo Cosmológico Padrão

Na cosmologia moderna, as questões que representam nosso melhor entendimento dos dados
observacionais formam o que chamamos hoje de Modelo Cosmológico Padrão. Este modelo é
baseado na suposição de que as interações gravitacionais que dominam o Universo em grande
escala são regidas pelas equações de campo da RG. Mas a base fundamental deste modelo
é formada por dois princípios: o princípio cosmológico e o postulado de Weyl. De acordo
com o princípio cosmológico, a distribuição de matéria no Universo é homogênea e isotrópica
em grandes escalas de distância. Neste sentido, “grandes escalas” deve ser entendido como
“células” com diâmetro maior que cerca de 100 Mpc, tamanho suficiente para incluir muitos
aglomerados de galáxias. O postulado de Weyl introduz a ideia de que o conteúdo que permeia
o Universo pode ser descrito como um fluido tipo-perfeito, uma vez que seus constituintes
(galáxias) possam ser consideradas como “partículas” neste fluido. O Modelo Cosmológico
Padrão é formado pelo conjunto de teorias que, como consequência destas suposições, formam
um consenso entre a comunidade atual. Esta seção apresenta os principais ingredientes que
constituem o MCP, além de mostrar as bases observacionais e teóricas que o suportam.

2.4.1. Bases observacionais

O crescente avanço das observações astrofísicas nos últimos anos permitiu o surgimento de
algumas questões de muito interesse sobre as características do nosso Universo. As principais
são: a existência da matéria escura e energia escura; a necessidade de entender a evolução das
pertubações de densidade no Universo primordial; e a inflação, o possível mecanismo físico
gerador destas pertubações. É consenso, no entanto, que as respostas para estes problemas
atuais terão que estar de acordo com os chamados pilares do Modelo Cosmológico Padrão, os
quais descreveremos a seguir.

A expansão do Universo. Atualmente, a expansão do Universo é um fato bem estabelecido.
Até o início do século XX, com a crença de que o Universo seguia um modelo estacionário, a
expectativa geral era de que fossem encontradas evidências de que as galáxias apresentassem
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um movimento aleatório. No entanto, algumas observações já indicavam que a maioria das
galáxias apresentam um desvio para o vermelho (redshift) em suas linhas espectrais, embora
algumas galáxias próximas de nós apresentem um desvio para o azul (blueshift). De fato, a
nebulosa M31 (Andrômeda) está se aproximando de nossa galáxia, o que é indicado pelo seu
blueshift. As primeiras evidências observacionais da expansão foram apresentadas por Slipher
(1912), sendo definitivamente descoberta por Hubble (1929). Hubble analisou o espectro de
algumas galáxias espirais com suas distâncias razoavelmente conhecidas. Ele apontou uma forte
evidência para uma relação aproximadamente linear entre as velocidades de recessão destas
galáxias e a distância r até nós (v ∝ r). Hoje escrevemos esta relação na forma

v = H(t)r . (2.19)

O parâmetro H(t) é o chamado parâmetro de Hubble e seu valor atual H0 = H(t0) é conhecido
como constante de Hubble. A equação acima representa a lei de Hubble e sua validade já foi
comprovada através de observações de milhares de galáxias relativamente próximas.

A lei de Hubble indica que o Universo está se expandindo, e esta expansão é comumente
chamada de fluxo de Hubble. É natural pensarmos que, se é observado que as galáxias estão
se afastando de nós, isto poderia significar que estamos localizados no centro do Universo. No
entanto, considerando a suposição de que o Universo é homogêneo e isotrópico, é necessário
que exista um fator de expansão comum para as distâncias entre pares de galáxias. Assim,
se um observador em uma galáxia A vê o Universo se expandindo com um fator de escala
a(t), qualquer outro observador em uma galáxia B verá esta expansão com o mesmo fator. Em
outras palavras, o Universo não possui um centro geométrico. Em termos do fator de escala, o
parâmetro de Hubble é definido como

H(t) ≡
ȧ(t)
a(t)

, (2.20)

onde um ponto “.” representa a derivada com relação à t. Uma outra forma de expressar a lei de
Hubble é escrevê-la em termos do redshift observado z, definido por

z ≡
λo − λe

λe
, (2.21)

onde λo e λe são os comprimentos de onda observado e emitido por uma fonte luminosa, re-
spectivamente. Para objetos com velocidades muito menores do que a velocidade da luz c, o
efeito Doppler nos dá λo ' (1 + v/c)λe. Logo, para baixas velocidades (v � c) e baixos valores
de z (z � 1) temos

z '
v
c
. (2.22)

Substituindo o valor de v da equação acima na Eq. (2.19) temos

r '
c

H0
z , (2.23)

onde a introdução de H0 se justifica por estarmos considerando o universo próximo. Vemos
então que, para z � 1, a lei de Hubble se traduz em uma relação linear da distância com o
redshift.
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Figura 2.1.: Resultado final do HST para a constante de Hubble (Freedman et al. 2001). A incerteza em
H0 é de ±8 km s−1 Mpc−1.

O fator de escala a(t) descreve como as distâncias em um universo homogêneo e isotrópico
se expandem ou se contraem com o tempo, afetando assim, todas as distâncias cósmicas. Como
consequência disso, λo e λe são relacionados por (Weinberg 1972)

λo

a0
=

λe

a(t)
, (2.24)

onde a0 = a(t = t0) representa o valor atual do fator de escala. Deste modo, podemos relacionar
o redshift e o fator de escala reescrevendo a Eq. (2.21) como

1 + z =
a0

a(t)
. (2.25)

Daqui em diante assumiremos a0 = 1, de modo que a relação fator de escala–redshift será
dada por a = (1 + z)−1.

Podemos ver através da Eq. (2.19) que H(t) tem dimensão de inverso de tempo. Com isso,
este parâmetro pode ser utilizado para definir uma escala de tempo para a expansão do Uni-
verso. É comum expressar a constante de Hubble como H0 = 100h km s−1 Mpc−1, onde h é uma



16 CAPÍTULO 2. RELATIVIDADE GERAL E O MODELO COSMOLÓGICO PADRÃO

quantidade adimensional. Atualmente o valor de h não é conhecido com precisão. Apenas
recentemente, com o avanço tecnológico dos instrumentos utilizados em astronomia, têm-se
obtido melhores estimativas para este valor. Uma notável contribuição para nosso conheci-
mento sobre valor de H0 se deve ao Hubble Space Telescope (HST) Key Project (Freedman
et al. 2001). O objetivo principal deste projeto foi determinar o valor de H0 utilizando cefeidas
em galáxias espirais próximas. O valor medido pelo HST para h foi de 0.72 ± 0.08. Resultados
mais recentes apontam para um valor de 0.738 ± 0.024 (Riess et al. 2011). A Fig. 2.1 mostra
os resultados do HST, onde se observa uma certa consistência entre os indicadores de distância
utilizados nas análises.

A nucleossíntese primordial. Os elementos leves que observamos hoje (D, 3He, 4He e
7Li) foram formados nos primeiros 3 minutos do Universo, quando este era constituído por um
plasma fortemente ionizado. Os elementos mais pesados foram sintetizados mais tarde pelas
estrelas e ejetados ao espaço através de processos astrofísicos como, por exemplo, supernovas.
Até 1 segundo após o Big Bang, o equilíbrio entre elétrons, pósitrons, neutrinos, fótons, prótons
e nêutrons era mantido através das reações fracas e nucleares. A temperatura do Universo neste
instante era de aproximadamente 1010 K (kT ∼ 1 MeV). A partir daí, as reações fracas deixaram
de predominar e teve início a nucleossíntese primordial, que não depende das propriedades do
Universo antes do primeiro segundo, devido a situação de equilíbrio anterior a este estágio.
O processo de produção dos elementos leves ocorre durante cerca de 3 min após o Big Bang,
quando o Universo atinge uma temperatura da ordem de 109 K (kT ∼ 100 KeV).

A nucleossíntese estelar, através do processo de fusão nuclear, dificulta as observações das
abundâncias dos elementos leves produzidos na nucleossíntese primordial. Portanto, para ver-
ificar as previsões da nucleossíntese primordial ocorrida nos primeiros minutos do Universo,
devemos observar regiões pobres em metais, onde os efeitos da nucleossíntese estelar (destru-
ição de deutério e 7Li e síntese de 4He) são minimizados. Peebles (1966) foi o primeiro a
calcular quantitativamente as abundâncias de deutério, 3He e 4He. A abundância observada de
4He, da ordem de 24%, é superior a duas vezes o que pode ser sintetizado no interior das es-
trelas. Esta abundância observada é em si uma forte evidência em favor de uma nucleossíntese
primordial.

De acordo com o Modelo Cosmológico Padrão, as abundâncias primordiais de núcleos leves
dependem apenas de um parâmetro, a razão entre o número de bárions e fótons, η ≡ nb/nf.
Como a densidade numérica de fótons é bem determinada, estas observações nos dão a den-
sidade de bárions no Universo. As abundâncias primordiais previstas para todos os quatros
elementos leves estão de acordo com as abundâncias observadas para valores de η em torno de
2 − 6 × 10−10 (Copi et al. 1995). A concordância entre a nucleossíntese primordial e as obser-
vações é um dos maiores argumentos a favor da teoria do Big Bang.

A radiação cósmica de fundo. Quando tentamos observar o passado, surge um instante
limite a partir do qual é impossível realizarmos qualquer tipo de observação. Neste instante
ocorre o desacoplamento dos fótons que permeiam o Universo opaco e, a partir daí, o Uni-
verso torna-se transparente. A tabela (2.1) nos mostra uma descrição cronológica dos principais
eventos que ocorreram no Universo desde a nucleossíntese primordial.
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Figura 2.2.: Ajuste de um espectro de corpo negro da CMB com dados COBE/FIRAS (Fixsen et al.
1996).

Utilizando o Modelo Cosmológico Padrão, Gamow (1948) foi o primeiro a prever que o
Universo deveria estar permeado por uma radiação de corpo negro, com um brilho dado pela lei
de Planck:

Bν(T ) =
2h
c

ν3

exp(hν/kT ) − 1
. (2.26)

Em 1965, Penzias e Wilson (Penzias & Wilson 1965) publicaram a descoberta da radiação
cósmica de fundo (CMB) na faixa de 4080 Mhz, e a interpretação desta descoberta foi publicada
no mesmo ano por Dicke, Peebles, Roll e Wilkinson (Dicke et al. 1965). A temperatura medida
foi de 3,5 ± 1,0 K. O espectro da CMB é consistente com o de um corpo negro (ver Fig. 2.2)
e o valor de sua temperatura, obtido pelo FIRAS (Far Infrared Absolute Spectrophotometer) e
pelo satélite COBE (COsmic Background Explorer) é de 2,725 ± 0,002 K (Mather et al. 1999).

A radiação cósmica de fundo é extremamente isotrópica em praticamente todas as escalas
angulares. No entanto, ainda é possível notar algumas anisotropias, que podem ser observadas
se forem subtraídas as contribuições do dipolo cinemático, da temperatura média da CMB e da
Via-Láctea. Elas foram detectadas pela primeira vez pelo satélite COBE (Smoot et al. 1992). A
partir do início deste século, mapas de maior resolução dessas flutuações foram obtidos a partir
de experimentos de alta precisão como o BOOMERanG (de Bernardis et al. 2000) e o MAX-
IMA (Balbi et al. 2000), pelo satélite WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) (Spergel
et al. 2003) e, mais recentemente, pelo satélite Planck, da ESA (European Space Agency) (ver
Fig. 2.3).
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Figura 2.3.: Mapa das flutuações de temperatura da radiação cósmica de fundo obtido pelo satélite
Planck. Fonte: (http://www.esa.int/Our_Activities/Space_Science/Planck).

Tabela 2.1.: História térmica do Universo baseada no modelo ΛCDM (dados retirados de Neto (2012)).

Evento Idade z T ( K) kT

Hoje 13,7 × 109h−1
70 anos 0 2,725 2,35 × 10−4 eV

Equipartição energ. esc.–matéria 9,95 × 109h−1
70 anos 0,326 3,61 3,1 × 10−4 eV

Fim da reionização ∼ 0,92 × 109h−1
70 anos ∼ 6 ∼ 19 1,6 × 10−3 eV

Início da reionização ∼ 0,18 × 109h−1
70 anos ∼ 20 ∼ 57 4,9 × 10−3 eV

Desacoplamento dos fótons 0,4 × 106h−1
70 anos 1100 3000 0,26 eV

Recombinação 2,7 × 105h−1 anos 1400 3800 0,33 eV

Equipartição matéria–radiação 58 × 103h−1 anos 3400h2
70 9200h2

70 0,8h2
70 eV

Nucleossíntese 1 − 500 s 0,25 − 5,5 × 109 0,7 − 15 × 109 0,06 − 1,3 MeV

A medida fundamental em estudos da CMB é a temperatura T da radiação de fundo em uma
dada direção sobre o céu. O procedimento usual para se quantificar teoricamente as anisotropias
da CMB consiste em expandir a distribuição de T sobre toda a esfera celeste como uma soma
sobre harmônicos esféricos†

∆T
T

(θ,φ) =
T (θ,φ) − T̃

T̃
=

∞∑
`=1

m=∑̀
m=−`

a`mY`m(θ,φ) , (2.27)

onde θ e φ são os ângulos esféricos usuais e os coeficientes a`m especificam o tamanho das
flutuações em diferentes escalas e são assumidos como sendo estatisticamente independentes.
Sabe-se hoje que as flutuações descritas pela Eq. (2.27) são da ordem de 10−5 K (Smoot et al.
1992).

O requerimento que as propriedades estatísticas sejam independentes da escolha da origem
† Amendola & Tsujikawa (2010) apresentam uma derivação mais completa para as pertubações sobre T .

http://www.esa.int/Our_Activities/Space_Science/Planck
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Figura 2.4.: Espectro de potência da CMB em função do momento ` e da escala angular θ = π/`.
A curva sólida representa a previsão teórica do modelo ΛCDM (ver seção 3.3.1), en-
quanto que os pontos escuros correspondem aos dados do 7º ano de resultados do WMAP.
Fonte: WMAP (http://wmap.gsfc.nasa.gov).

das coordenadas θ e φ (invariância rotacional) significa que o resultado não pode depender da
escolha do índice m, tal que o espectro de potência angular C` da radiação depende apenas de `.
O índice ` nos fornece uma escala angular, com pequenos valores de ` correspondendo a grandes
escalas angulares e maiores valores de ` correspondendo a escalas angulares menores. O termo
` = 1 corresponde ao termo de dipolo que é entendido como sendo devido ao movimento da
Terra com relação à CMB, via efeito Doppler. Este termo nada nos diz sobre as propriedades
intrínsecas da CMB, tanto que, frequentemente, mapas da CMB são mostrados com o termo de
dipolo já tendo sido removido. São os modos restantes, a partir do termo de quadrupolo (` = 2),
que são atribuídos às flutuações na distribuição de matéria na época do desacoplamento.

De modo a compararmos as observações com a teoria, estamos interessados apenas nas pro-
priedades estatísticas dos coeficientes a`m, quantificados pelo espectro de potência angular da
radiação, conhecido pela notação C` e definido por

C` ≡ 〈|a`m|2〉 , (2.28)

que pode ser entendido como uma média sobre todos os possíveis observadores no Universo.

A Fig. 2.4 mostra as flutuações teóricas `(` + 1)C`/2π em função de `, juntamente com
os resultados do 7º ano do WMAP (Komatsu et al. 2011). Grandes escalas correspondem a
pequenos valores de ` pela relação θ = π/` = 180o/`. O padrão quantitativo dos picos e vales

http://wmap.gsfc.nasa.gov
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no espectro de potência não muda de maneira significativa com modelo cosmológico adotado,
no entanto, sua estrutura detalhada sim. Medições suficientemente precisas dessas estruturas
podem, portanto, descartar ou favorecer modelos cosmológicos. Atualmente, a modelagem do
espectro de potência da CMB tem se tornado acessível à comunidade através de ferramentas
computacionais como, por exemplo, o CMBFAST‡ e o CAMB§.

Flutuações de ∼ 10′ nos mapas da CMB correspondem a massas de ∼ 2,0 − 2,5 × 1014M� na
chamada superfície de último espalhamento, que corresponde ao momento em que o Universo
se torna transparente (Neto 2012). Esta escala de massa corresponde aos aglomerados galácticos
e, portanto, é provável que flutuações da CMB desta magnitude correspondam aos “embriões”
de aglomerados semelhantes aos observados no universo próximo. Como vemos, a radiação
cósmica de fundo fornece a maior evidência de que o Universo foi denso e quente em seu início,
tal como previsto pelo Modelo Cosmológico Padrão, motivo pelo qual este modelo também é
chamado por Hot Big Bang.

2.4.2. Princípio cosmológico e a métrica de Robertson–Walker

Como vimos na seção 2.4.1, as observações realizadas por Hubble trouxeram à época uma nova
visão sobre a dinâmica cósmica através da descoberta da expansão. No entanto, os resultados
de suas observações foram mais além. Suas observações sobre a distribuição espacial das galáx-
ias analisadas também confirmaram as previsões do princípio cosmológico que, como vimos,
estabelece que todas as posições no Universo são essencialmente equivalentes.

A teoria da Relatividade Especial nos diz que juntos, espaço e tempo formam um espaço-
tempo quadridimensional. Assim, nós podemos calcular a distância quadridimensional entre
dois eventos no espaço-tempo. Se um evento ocorre nas coordenadas (t, r, θ, φ) e outro ocorre
em (t + dt, dr + r, θ + dθ, φ + dφ), então, segundo as leis da RE, a separação no espaço-tempo
entre estes dois eventos será dada por

ds2 = −dt2 + dr2 + r2dΩ2 , (2.29)

onde
dΩ2 = dθ2 + sen2(θ)dφ2 . (2.30)

A métrica dada na Eq. (2.29) é chamada de métrica de Minkowski e o espaço-tempo que ela
descreve é conhecido como espaço-tempo de Minkowski, em homenagem a H. Minkowski, que
propôs esta métrica pouco tempo após Einstein ter introduzido a Relatividade Especial (Minkowski
1907).

Na década de 1930, os físicos Howard Robertson e Arthur Walker derivaram, independen-
temente, aquela que é chamada de métrica de Robertson–Walker (ou métrica RW), com seu
elemento de linha comumente escrito na forma

ds2 = −dt2 + a2(t)
[

dr2

1 − kr2 + r2dΩ2
]
, (2.31)

‡ CMBFAST: http://lambda.gsfc.nasa.gov/toolbox/tb_cmbfast_ov.cfm.
§ CAMB: http://lambda.gsfc.nasa.gov/toolbox/tb_camb_ov.cfm.

http://lambda.gsfc.nasa.gov/toolbox/tb_cmbfast_ov.cfm
http://lambda.gsfc.nasa.gov/toolbox/tb_camb_ov.cfm
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onde a(t) é o fator de escala da expansão cósmica, k representa a curvatura da porção espacial
do espaço-tempo, e dΩ é dado pela Eq. (2.30). O tempo t na métrica de Robertson–Walker
é o tempo próprio cosmológico, ou tempo cósmico, e é o tempo medido por um observador
que vê o Universo se expandindo uniformemente ao redor dele. As variáveis espaciais r, θ e
φ são chamadas de coordenadas comóveis de um ponto no espaço; se a expansão do Universo
é perfeitamente homogênea e isotrópica, então as coordenadas comóveis de qualquer ponto
permanecem constantes com o tempo. Pode-se mostrar que a métrica (2.31) é a única métrica
compatível com a lei de Hubble e com o princípio cosmológico (homogeneidade e isotropia do
Universo) (Weinberg 1972).

Se o Universo é perfeitamente homogêneo e isotrópico, então tudo o que precisamos saber
sobre a sua geometria está contido nas variáveis a(t) e k. O fator de escala a(t) é uma função adi-
mensional que descreve como as distâncias crescem ou diminuem com o tempo e é normalizado
de modo que, no presente, temos a0 = 1. A constante de curvatura k é um número adimensional
que pode assumir um dos três valores distintos: k = 0 se o universo é espacialmente euclidiano
(universo plano); k = −1 se o universo possui uma geometria hiperbólica (universo aberto); e
k = +1 se o universo possui uma geometria esférica (universo fechado). Muito da cosmologia
moderna é dedicada, de uma forma ou de outra, a encontrar valores para a(t) e k.

A métrica (2.31) é uma aproximação que se mantém adequada apenas em grandes escalas.
As observações revelam que, em escalas menores, o Universo é “irregular”, e portanto, não se
expande de maneira uniforme. Isto ocorre, por exemplo, em sistemas gravitacionalmente liga-
dos, tais como sistemas planetários (como o próprio Sistema Solar), galáxias e aglomerados de
galáxias (como o Grupo Local em que vivemos). Apenas em escalas maiores que ∼ 100 Mpc a
expansão do Universo pode ser tratada como a expansão ideal, homogênea e isotrópica, descrita
por um único fator de escala a(t).

2.4.3. Distâncias cosmológicas

Existem diversas maneiras de especificar a distância entre dois pontos no espaço cósmico. No
entanto, é importante ressaltar que, devido à expansão do Universo, a realização de cálculos e
medições de distâncias em cosmologia é comumente um processo bastante complicado. Antes
de tratarmos da dinâmica cósmica e de alguns parâmetros cosmológicos, é importante intro-
duzirmos as distâncias cósmicas diretamente relacionadas com a métrica (2.31). Existem basi-
camente duas maneiras de se medir distâncias no Universo, a distância comóvel que permanece
fixa com a expansão cósmica e a distância física que cresce devido à expansão. A medida
de distância fundamental, da qual todas as outras podem ser derivadas é a distância comóvel.
Exemplos de outras medidas são a distância diâmetro angular e a distância luminosidade.

No que se segue, iremos assumir que as distâncias entre todos os eventos considerados são
grandes o suficiente para ignorarmos pertubações de pequena escala e adotarmos a métrica (2.31).
Também iremos explicitar o uso da velocidade da luz c em todas as expressões pertinentes. Feito
isto, iremos reescrever a componente espacial da Eq. (2.31) na forma

dσ2 = dχ2 + f 2
k (χ)dΩ2 , (2.32)
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onde

fk(χ) =


senh(χ) para k = −1

χ para k = 0

sen(χ) para k = +1

. (2.33)

A função fk(χ) também pode ser escrita de uma maneira unificada na forma

fk(χ) =
1
√
−k

senh
(√
−k χ

)
, (2.34)

onde vemos que o caso plano é recuperado no limite k → 0.

Distância comóvel. Em um universo em expansão a distância física (ou distância própria)
dP de um observador (na origem) até um certo objeto é dada por dP = a(t)dC, onde dC é a
chamada distância comóvel. Uma pequena distância comóvel δdC entre dois objetos próximos
é definida como a distância que permanece constante com o tempo se os dois objetos se movem
devido à expansão. Neste caso, a distância comóvel total dC de nós até um objeto distante é
calculada através da integração das contribuições infinitesimais δdC ao longo da direção radial,
ou linha-de-visada, desde z = 0 até o objeto.

Vamos considerar um fóton que viaja ao longo da direção χ. Seu movimento satisfaz a
equação da geodésica nula, ou seja

ds2 = −c2dt2 + a2(t)dχ2 = 0 . (2.35)

Com isto, para este fóton temos

dχ = −
cdt
a(t)

, (2.36)

onde o sinal (-) foi escolhido uma vez que, quando o tempo t cresce, a variável χ diminui e
vice-versa. Considere que este fóton, que foi emitido no instante t = t1 com χ = χ1, e num dado
redshift z, alcança um observador no instante t = t0 com χ = 0, correspondendo a z = 0. Então,
integrando a Eq. (2.36) temos

dC ≡ χ1 =

∫ χ1

0
dχ = −

∫ t1

t0

c
a(t)

dt . (2.37)

Das Eqs. (2.20) e (2.25) temos que dt = −dz/H(1 + z). Logo, a distância comóvel será dada
por

dC =
c

a0H0

∫ z

0

dz′

E(z′)
, (2.38)

onde
E(z) ≡

H(z)
H0

. (2.39)

Para simplificar as expressões daqui em diante, vamos introduzir a quantidade I(z), definida por

I(z) ≡
∫ z

0

dz′

E(z′)
. (2.40)
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Desta forma, a distância comóvel também pode ser expressa pela relação

dC =
c

a0H0
I(z) . (2.41)

Na expressão acima, podemos expandir I(z) em torno de z = 0 até o termo segunda ordem e
mostrar que, no Universo próximo (z � 1), a distância comóvel é dada aproximadamente por

dC '
c

a0H0
z . (2.42)

Uma consequência interessante desta aproximação é que, com o uso da relação (2.22), nós
encontramos

v ' (a0H0)dC = H0r (z � 1) . (2.43)

onde r = a0dC é a distância física até um determinado objeto. Vemos, portanto, que a lei de
Hubble é válida no regime de baixos redshifts. Para valores maiores de z, no entanto, temos
que considerar os termos de ordem mais alta na expansão de I(z), tal que a lei de Hubble neste
regime precisa ser modificada.

De certo modo, a distância comóvel é considerada como a medida de distância fundamental
na cosmologia, uma vez que todas as outras podem ser derivadas em termos dela.

Distância luminosidade. A distância luminosidade dL desempenha um importante papel
na realização de certos testes cosmológicos, principalmente os que envolvem observações de
SNs Ia. Ela é definida através da comparação entre a luminosidade absoluta L de uma fonte
distante com o fluxo de energia detectado localmente F. Esta medida de distância é frequente-
mente utilizada em observações de supernovas tipo Ia, de forma que sua obtenção fornece uma
importante conexão entre a luminosidade das supernovas distantes e a taxa de expansão do Uni-
verso. No que se segue, os índices “e” e “o” representarão os valores emitidos e observados das
quantidades de interesse. Desta forma, considere uma fonte luminosa emitindo isotropicamente
em todas as direções. A distância luminosidade, neste caso, é definida por

dL ≡

√
Le

4πF
, (2.44)

onde Le é a luminosidade absoluta bolométrica (isto é, integrada sobre todas as frequências)
emitida pela fonte luminosa e o fluxo F é a potência por unidade de área medida pelo observador
e é definido por F = Lo/A, onde A = 4π[a0 fk(χ)]2 é a área de uma esfera em z = 0 e concêntrica
com a fonte¶. Com isto, a Eq. (2.44) torna-se

dL = a0 fk(χ)

√
Le

Lo
. (2.45)

Considere agora que a fonte luminosa emite uma quantidade de energia ∆E1 durante o in-
tervalo de tempo ∆t1, e que o observador detecta uma quantidade de energia ∆Eo no intervalo
¶ No caso de uma geometria não-euclidiana, sendo R o raio da esfera, sua área não é simplesmente 4πS 2 e deve

ser obtida a partir do elemento de linha, que no modelo cosmológico padrão, é dado pela métrica FLRW (2.31).
Isto nos dá A = 4πa2(t)d2

C, que será menor que 4πS 2 se k = 1, ou maior se k = −1.



24 CAPÍTULO 2. RELATIVIDADE GERAL E O MODELO COSMOLÓGICO PADRÃO

de tempo ∆to. A luminosidade emitida pela fonte será dada por Le = ∆E1/∆t1. Similarmente,
para o observador temos Lo = ∆Eo/∆to. Uma vez que a energia de cada fóton é inversamente
proporcional ao seu comprimento de onda λ, temos que

∆E1

∆Eo
=

Nhν1

Nhνo
=
λo

λ1
= 1 + z , (2.46)

onde utilizamos a relação (2.21). Além disso, para cada fóton temos também ∆t1 = λ1/c e
∆to = λo/c. Logo,

∆to

∆t1
=
λo

λ1
= 1 + z . (2.47)

Portanto, a relação entre a luminosidade emitida e a observada será

Le

Lo
=

∆E1

∆Eo

∆to

∆t1
= (1 + z)2 . (2.48)

Vemos então, que a distância luminosidade da Eq. (2.45) pode ser escrita na forma

dL = (1 + z)a0 fk(χ) . (2.49)

Utilizando a Eq. (2.34) para a função fk(χ) e lembrando que a distância comóvel é dada por
χ = dC = (c/a0H0)I(z), temos que a distância luminosidade dL pode ser escrita como

dL(z) =
c

H0

(1 + z)
√

Ωk0
senh

( √
Ωk0I(z)

)
, (2.50)

onde Ωk0 é dado pela Eq. (2.65) para o tempo presente (ver seção 2.4.4). Vemos então que a
distância luminosidade está diretamente relacionada com a taxa de expansão do Universo. Além
disso, pode-se mostrar que na região de pequenos redshifts (z � 1) nós temos dL ' cz/(a0H0)
(Amendola & Tsujikawa 2010), que é idêntico ao comportamento da distância comóvel neste
regime de redshifts. Este fato tem como implicação direta a validade da lei de Hubble para a
distância luminosidade no Universo local.

Distância diâmetro angular. Além da distância comóvel e da distância luminosidade, pode-
mos definir ainda a distância diâmetro angular de um objeto de tamanho físico D (ortogonal à
linha-de-visada) e observado sob um ângulo θ utilizando a relação usual da geometria Euclidi-
ana

dA ≡
D

sen(θ)
'

D
θ
, (2.51)

onde a aproximação de pequenos ângulos na expressão final é válida na maioria dos contextos
astronômicos.

Considere uma esfera de raio χ, concêntrica a um observador em z = 0. Utilizando o ele-
mento de linha (2.31), o tamanho físico D no instante t é dado por

D = a(t) fk(χ)θ . (2.52)

Logo, utilizando a relação fator de escala-redshift (2.25) e o mesmo método aplicado entre
as Eqs. (2.49) e (2.50), segue da definição (2.51) que a distância diâmetro angular é dada por

dA =
a(t) fk(χ)θ

θ
=

a0 fk(χ)
1 + z

=
c

H0

1
√

Ωk0

1
1 + z

senh
( √

Ωk0I(z)
)
. (2.53)
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Comparando-se as Eqs. (2.50) e (2.53), vemos que as distâncias dL e dA estão relacionadas
por

dA =
dL

(1 + z)2 , (2.54)

que é a chamada relação de dualidade (ou relação de Etherington (Etherington 2007)) e é válida
não só para a métrica FLRW, mas para qualquer métrica na qual o fluxo de fótons é conservado.

Uma característica particular da distância diâmetro angular é que seu valor não cresce monotôni-
camente com o redshift para um objeto de dimensão D. Por exemplo, para um universo de
Einstein-de Sitter (universo contendo apenas matéria), a dimensão angular de um dado objeto
será mínima em z = 5/4, onde a partir daí, o tamanho angular volta a crescer. Pensando em
termos do tamanho angular θ, isto significa que objetos mais distantes parecem maiores em
tamanho angular (para uma discussão mais completa, ver Lima & Alcaniz (2000) e referências
lá contidas). Em altos redshifts, a distância diâmetro angular é tal que 1′′ (1 segundo de arco) é
da ordem de 5 kpc (Hogg 1999).

2.4.4. Dinâmica da expansão e os parâmetros cosmológicos

Toda a dinâmica do universo no MCP é regida pelas equações de campo (2.14), que indicam a
forma pela qual a matéria e a geometria do espaço-tempo se afetam mutuamente. Para o caso
de um universo homogêneo e isotrópico, onde as geodésicas são obtidas a partir da Eq. (2.31),
as Eqs. (2.14) se reduzem as soluções de Friedmann–Lemaître, dadas por

H2(a) =
ȧ2

a2 =
κρ

3
−

k
a2 , (2.55)

H2(a) =
ȧ2

a2 = −κp − 2
ä
a
−

k
a2 . (2.56)

onde p é a pressão total (matéria e radiação) e ρ é a densidade média total de energia. Seguindo
razões históricas, daqui em diante iremos nos referir ao elemento de linha (2.31) como elemento
de Friedmann–Lemaître–Robertson–Walker (ou FLRW). Utilizando as soluções de Friedmann–
Lemaître acima, pode-se chegar a uma equação para a aceleração da expansão do universo:

ä
a

= −
κ

6
(ρ + 3p) . (2.57)

Podemos ver que, independentemente da curvatura, a expansão do universo é sempre de-
sacelerada (ä < 0) para um fluido com pressão positiva (p > 0), satisfazendo a chamada condição
de energia forte (ver seção 3.1) (Hawking & Ellis 1973, Visser 1996, Carroll et al. 2003). Tam-
bém a partir destas equações é possível obter a equação da conservação da energia:

ρ̇ + 3H(ρ + p) = 0 . (2.58)

Além do parâmetro de Hubble definido pela Eq. (2.20), podemos definir, a partir das equações
de campo, os seguintes parâmetros cosmológicos:

Ωi ≡
κρi

3H2 (parâmetro de densidade) (2.59)

Ωk ≡ 1 −
∑

i

Ωi (parâmetro de curvatura) (2.60)

q(a) ≡ −
aä
ȧ2 (parâmetro de desaceleração) (2.61)
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Os parâmetros de densidade. Os parâmetros de densidade Ωi referem-se aos constituintes
materiais presentes no Universo. Ao longo deste texto, vamos considerar um universo composto
basicamente por matéria (Ωm), radiação (Ωr) e uma possível componente exótica de energia (Ωx)
que acredita-se ser a responsável pela atual aceleração da expansão cósmica. Um índice “0” em
cada parâmetro indica o seu valor atual (por exemplo, Ωm0 = Ωm(a0)). É uma prática comum
omitir o uso de Ωr para z . 4, uma vez que seu valor atual é bastante pequeno (Ωr0 ≈ 10−5).

Também define-se a densidade crítica do universo (ρc) como sendo a densidade de energia
necessária para o universo assumir uma geometria plana. Então, fazendo k = 0 na Eq. (2.55)
obtemos

ρc =
3H2

κ
≈ 1,88h2 × 10−29 g cm−3 . (2.62)

De fato, análises das propriedades da CMB combinadas às medidas atuais da taxa de expansão
cósmica, sugerem que o Universo possui uma geometria aproximadamente plana (de Bernardis
et al. 2000) com Ωk0 = −0,014 ± 0,017 (Spergel et al. 2007), o que fornece uma densidade do
Universo um pouco abaixo da densidade crítica, uma vez que ρ = (1 + Ωk)ρc.

Com esta definição de densidade crítica e a definição (2.59), podemos obter os parâmetros de
densidade pela razão entre a densidade de uma determinada componente e a densidade crítica
do universo:

Ωi(a) =
ρi(a)
ρc(a)

. (2.63)

Podemos notar que a definição do parâmetro de curvatura (2.60) apresenta uma condição de
normalização para os parâmetros de densidade. Dividindo a Eq. (2.55) por H2 e utilizando a
definição (2.59), podemos escrever esta condição na forma

1 −
∑

i

Ωi = −
k

(aH)2 , (2.64)

ou seja,

Ωk =
−k

(aH)2 . (2.65)

Em termos do parâmetro de curvatura Ωk temos∑
i

Ωi > 1 ⇒ Ωk< 0 (universo fechado) , (2.66)∑
i

Ωi = 1 ⇒ Ωk= 0 (universo plano) , (2.67)∑
i

Ωi < 1 ⇒ Ωk> 0 (universo aberto) . (2.68)

O parâmetro de desaceleração. O parâmetro de desaceleração definido em (2.61) desem-
penha um importante papel na investigação da história cósmica. É fato bem conhecido que não
apenas o fator de escala a(t) como também a taxa com que o Universo está se expandindo, dada
pelo parâmetro de Hubble ȧ(t)/a(t), está variando com o tempo. O parâmetro de desaceleração
quantifica esta variação. Quanto maior o valor deste parâmetro, mais rápida é a desaceleração.



2.4. O MODELO COSMOLÓGICO PADRÃO 27

Por outro lado, valores negativos implicam em aceleração da expansão. Considere a seguinte
expansão de Taylor do fator de escala em torno de t = t0:

a(t) = a0 + ȧ(t0)[t − t0] +
1
2

ä(t0)[t − t0]2 + · · · . (2.69)

Dividindo por a0 obtemos

a(t)
a0

= 1 + H0(t − t0) −
q0

2
H2

0(t − t0)2 + · · · , (2.70)

que define o valor atual do parâmetro de desaceleração como

q0 ≡ −
a(t0)ä(t0)

ȧ2(t0)
. (2.71)

Uma vez que escolhemos um instante arbitrário para a expansão em Taylor, podemos gener-
alizar esta definição para qualquer tempo t, ou equivalentemente, qualquer fator de escala a, o
que nos leva à definição (2.61).

Aplicando a relação

− (1 + z)H
d
dz

= H
d

d ln a
=

d
dt
, (2.72)

que pode ser obtida das Eqs. (2.20) e (2.25), chegamos a uma forma mais utilizada para o
parâmetro de desaceleração:

q = −1 −
1
H

dH
d ln a

= −1 +
1 + z

H
dH
dz

. (2.73)

Note que, como a Eq. (2.73) foi obtida através apenas de uma expansão do fator de escala em
série de Taylor, da definição do parâmetro de Hubble e da relação fator de escala-redshift, que
são independentes do modelo gravitacional, ela pode ser utilizada não só no contexto da RG,
como também com teorias de gravidade modificada. De fato, é esta expressão que utilizaremos
em nossos testes de viabilidade da segunda parte desta tese.

Na RG, o parâmetro de desaceleração pode ser obtido em termos dos demais parâmetros cos-
mológicos com o uso da equação da aceleração (2.57) e da definição da densidade crítica (2.62).
Deste modo, em um universo plano (Ωk0 = 0) temos

q(a) =
1
2

∑
i

(ρi + 3pi)Ωi , (2.74)

onde a soma é comumente realizada em relação aos parâmetros de densidade Ωm, Ωr e Ωx, ou
seja,

q(a) =
1
2

Ωm + Ωr +
(ρx + 3px)

2
Ωx , (2.75)

Esta expressão é útil quando desejamos investigar a evolução da expansão em termos dos
constituintes básicos do Universo. Podemos ver, por exemplo, que em um universo plano dom-
inado pela matéria (Ωm ∼ 1, p = 0)‖, temos q ∼ 1/2, enquanto que, quando apenas a radiação
‖ Note a utilização do sinal “∼” ao invés de “=”. Lembre-se que em um universo totalmente plano, a densidade

total é igual à densidade crítica (ρ = ρc). Logo, da Eq. (2.63) segue que Ωm = 1 implica em a densidade da
matéria ser igual à densidade crítica e, consequentemente, à densidade total. Em outras palavras, a matéria seria
não apenas a componente dominante, como também, a única do Universo e isto não é, definitivamente, o que
queremos considerar aqui.
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domina o cenário cósmico (Ωr ∼ 1, p = 1/3), temos q ∼ 1. Na verdade, um modelo contendo
apenas radiação e matéria sempre resulta em um parâmetro de desaceleração positivo. Este re-
sultado deriva da necessidade da gravidade ser uma força atrativa. Se observamos um valor para
q(t) negativo, estamos observando um período na história cósmica de expansão desacelerada.

O parâmetro da equação de estado. Utilizando os valores atuais destes parâmetros, a
equação da conservação de energia (2.58) e considerando que cada componente material (matéria,
radiação, ...) é descrita por uma equação de estado na forma p = wρ, onde w é o chamado
parâmetro da equação de estado, podemos reescrever a Eq. (2.55) na forma

H2(a) = H2
0

Ωk0a−2 +
∑

i

Ωi0Xi(a)

 , (2.76)

ou, equivalentemente (ver Eq. (2.39))

E2(a) = Ωk0a−2 +
∑

i

Ωi0Xi(a) . (2.77)

O parâmetro Xi(a) representa a evolução das densidades de energia com o fator de escala e
pode ser obtido resolvendo-se a equação da conservação da energia (2.58) para um w = w(z)
genérico, tendo como solução

Xi(a) ≡
ρi(a)
ρi0

= exp
{

3
∫ 0

ln a
[1 + wi(a′)]d ln a′

}
, (2.78)

que para w constante fornece
ρi(a) = ρi0a−3(1+wi) . (2.79)

Para a radiação, o valor do parâmetro da equação de estado é wr = 1/3 (pr = ρr/3), enquanto
que para a matéria este valor é nulo, ou seja, pm = 0. Podemos ter ainda o caso em que o
universo possui uma componente de vácuo Λ, a constante cosmológica (ver seção 3.3.1), com
equação de estado pΛ = −ρΛ, onde wΛ = −1. Com isto, substituindo os valores de w para a
radiação, matéria e constante cosmológica na Eq. (2.79), obtemos

ρr(a) = ρr0a−4 , (2.80)

ρm(a) = ρm0a−3 , (2.81)

ρΛ = constante . (2.82)

História cósmica. Como a densidade da radiação cai mais rapidamente com o redshift, é de
se esperar que em algum instante, a densidade da radiação se iguale a densidade da matéria.
Antes deste momento o Universo era dominado pela radiação, era da radiação; após este in-
stante, a situação se inverte e tem início a era da matéria. Comparando as Eqs. (2.80) e (2.81),
podemos encontrar o valor do redshift no momento em que ocorre esta igualdade. Tal valor é

zeq ≈ 4 × 104Ωm0h2 , (2.83)

e a temperatura da radiação nesta época é

Teq = T0(1 + zeq) = 2,725(1 + zeq) ≈ 1,1 × 105Ωm0h2 K . (2.84)
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Até este momento, a radiação cósmica mantinha a matéria complemanente ionizada devido
ao espalhamento Compton entre os fótons da radiação e os elétrons. Ainda não era possível
ter início a formação de estruturas, pois a interação eletromagnética repulsiva entre dois pró-
tons (núcleos de H+) tem uma intensidade muito superior a da interação gravitacional atrativa
entre eles. No entanto, devido a expansão, o Universo se esfria e a um redshift zrec ≈ 1100
(T ≈ 3000 K) ocorre o desacoplamento dos fótons, quando estes deixam de ser espalhados pelos
elétrons, passando a se propagarem livremente, chegando até nós. Neste momento, o Universo
se torna transparente e os elétrons livres são capturados por praticamente todo o hidrogênio
ionizado, que se torna neutro. Chamamos esta época de recombinação. O intervalo de tempo
durante a recombinação é da ordem de 105 anos, o que corresponde a um intervalo em redshift
de ∆z ≈ 100 em torno de zrec = 1100. É a partir daí que a formação das estruturas gravitacional-
mente ligadas que observamos no Universo pode ter início.

Podemos notar a partir da Eq. (2.57) que uma componente que acelera a expansão cósmica
deve possuir pressão negativa e satisfazer a condição w < −1/3. Consequentemente, vemos
pela Eq. (2.79) que a densidade de energia desta componente diminui mais lentamente do que
a da matéria. Esta componente poderia, portanto, dominar o Universo nos seus estágios mais
recentes. Já vimos que para o caso w = −1, esta componente equivale à constante cosmológica
Λ. Quando os valores de w residem no intervalo −1 < w < −1/3 esta componente é denominada
quintessência e é associada a um campo escalar φ, com potencial escalar V(φ) (ver seção 3.3.3).

No estudo da dinâmica do universo é importante descrever a evolução temporal do fator de
escala quando o universo é dominado por um fluido com equação de estado p = wρ, e isto pode
ser obtido a partir das Eqs. (2.76), (2.77) e (2.79), resultando em

ȧ(t) =
[
H2

0Ω0a−(1+3w) − k
]1/2

. (2.85)

Para o caso plano (k = 0) esta equação diferencial é facilmente resolvida, resultando em

a(t) ∝ t
2

3(1+w) . (2.86)

Podemos ver que quando o Universo é dominado pela radiação (w = 1/3), o fator de escala
evolui com o tempo na forma a(t) ∝ t1/2, enquanto que, na era da matéria (w = 0) seu compor-
tamento com o tempo é dado por a(t) ∝ t2/3. Lembre-se que a existência desta era é necessária
para o processo de formação de estruturas no Universo.

Na segunda parte desta tese veremos que esta evolução para o caso da matéria desempenha
um papel importante na atual discusão sobre a viabilidade das teorias f (R) no formalismo de
Palatini. No caso de uma constante cosmológica, a evolução temporal do fator de escala pode
ser obtida substituindo w = −1 na Eq. (2.85), obtendo-se desta forma a(t) ∝ exp

(√
Λ/3t

)
.

2.5. Sumário

Este capítulo foi dedicado aos principais aspectos (teóricos e observacionais) da Relatividade
Geral e do Modelo Cosmológico Padrão. Como mostramos, o MCP é satisfatório para grande
parte dos resultados observacionais. A expansão observada do Universo é bem explicada uma
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vez que sua dinâmica é governada pelas equações de campo de Einstein através da métrica
FLRW, que é baseada na hipótese de homogeneidade e isotropia do Universo, um dos alicerces
do MCP. As abundâncias atuais observadas dos elementos leves (D, He e Li) são previstas pelos
resultados teóricos da nucleossíntese primordial. Finalmente, o espectro de corpo negro da
CMB, com temperatura atual de ∼ 2,725 K, também é previsto pelo MCP, bem como suas fontes
de anisotropias. No entanto, apesar dos sucessos do MCP, é concenso que algumas questões
observacionais e teóricas ainda não se encontram completamente explicadas, ou mesmo, são
incompatíveis com o MCP. No contexto cosmológico, a principal destas questões refere-se a
busca pela natureza do agente causador da aceleração cósmica. Reservamos as discussões sobre
este problema ao próximo capítulo.



3 Além da Relatividade Geral:
O problema da aceleração cósmica

Resumo: O problema da aceleração cósmica
é brevemente discutido. Os principais problemas
teóricos e observacionais do MCP são apresenta-
dos, algumas alternativas à Relatividade Geral e ao
MCP são introduzidas.

3.1. As condições de energia

Em Relatividade Geral, a distribuição de energia-momento e qualquer tensão devido à matéria,
ou a qualquer outro campo não-gravitacional, é descrito pelo tensor energia-momento Tµν. No
entanto, as equações de campo de Einstein não especificam quais tensores energia-momento
são fisicamente significativos. Por este motivo, é importante analisar sob quê condições Tµν

pode representar fontes de matéria realistas. Estas condições, conhecidas como condições de
energia, precisam ser gerais o suficiente para poderem satisfazer todos os tipos de campo (pelo
menos em um nível clássico).

As condições de energia podem ser determinadas em relação a um sistema de coordenadas
invariante em termos de Tµν e campos de vetores de característica fixa (tipo-tempo, nulo ou
tipo-espaço). Formalmente, elas são definidas por (Hawking & Ellis 1973):

• A condição de energia fraca (weak energy conditions – WEC). A WEC exige Tµνtµtν ≥ 0
para qualquer vetor tipo-tempo tµ ∈ TsM. Por continuidade, esta condição também exige
a validade da NEC.

• A condição de energia nula (null energy conditions – NEC). A NEC exige Tµνnµnν ≥ 0
para o vetor nulo nµ ∈ TsM, onde TsM refere-se ao espaço tangente em uma variedade
espaço-tempo quadridimensional M no ponto s ∈ M.

31
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• A condição de energia forte (strong energy conditions – SEC). A SEC exige que, para
qualquer vetor tipo-tempo, (Tµν − T/2gµν)tµtν ≥ 0, onde T é o traço de Tµν.

• A condição de energia dominante (dominant energy conditions – DEC). A DEC é a ex-
igência que Tµνtµtν ≥ 0 para qualquer vetor tipo-tempo tµ ∈ TsM. A DEC também exige
que Tµνtµ não seja um vetor tipo-espaço. Por continuidade, a DEC também é válida para
qualquer vetor nulo nµ ∈ TsM.

Considerando o tensor energia-momento de um fluido perfeito dado pela Eq. (2.8), as
condições anteriores se reduzem a (Hawking & Ellis 1973, Visser 1996, Carroll 2004)

WEC: ρ + p ≥ 0 e ρ ≥ 0 , (3.1)

NEC: ρ + p ≥ 0 , (3.2)

SEC: ρ + p ≥ 0 e ρ + 3p ≥ 0 , (3.3)

DEC: ρ ≥ |p| e ρ ≥ 0 . (3.4)

Sob um ponto de vista mais físico, estas condições de energia podem ser entendidas do
seguinte modo: A WEC surge do fato de que a matéria tem densidade de energia não-negativa.
Em outras palavras, a WEC exprime o fato que um observador comóvel com um fluido de
equação de estado p = wρ sempre irá medir uma densidade de energia ρ ≥ 0. Quanto às
pressões, a WEC permite que elas sejam negativas, mas exige o limite inferior p ≥ −ρ. A
NEC é um caso especial da WEC e corresponde a uma exigência mais fraca do que a anterior.
Ela exige que a gravidade seja sempre atrativa. A violação da NEC implica em instabilidades
sob pequenas perturbações numa ampla classe de modelos, incluindo teorias de calibre com
qualquer tipo de fluido perfeito (Buniy & Hsu 2006). A SEC é derivada de princípios geométri-
cos com a exigência adicional de uma gravidade atrativa. Ela é mais exigente que a NEC e uma
violação desta última implica em uma violação da SEC. A DEC aparece da hipótese de que o
fluxo de matéria e energia nunca se propagam mais rapidamente do que a luz. A DEC implica a
WEC e, consequentemente, a NEC, mas não necessariamente a SEC. A NEC, DEC e SEC são
suposições matematicamente independentes. Note que a violação da NEC implica na violação
de todas as outras condições de energia, já a violação da WEC, não implica necessariamente a
violação da NEC ou da SEC, mas leva a violação da DEC. Note também que se assumirmos
que todas as formas de energia apresentam uma densidade de energia positiva ρ > 0, qualquer
modelo cosmológico com w < −1 (p < −ρ) (superquintessência) viola todas as condições de
energia.

3.2. O conteúdo cósmico

Diante das condições de energia expostas acima, é importante realizarmos uma análise de quais
protagonistas poderiam fazer parte do cenário cosmológico como componentes realistas de
matéria-energia. O avanço tecnológico dos últimos anos tornou possível a realização de ob-
servações mais precisas acerca das propriedades do Universo. Isto permitiu a obtenção de
melhores informações a respeito de seus constituintes básicos. Atualmente, sabe-se que o Uni-
verso é composto de diversos tipos de componentes “materiais”. Naturalmente, o Universo é
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constituído por matéria ordinária, os bárions, que contribuem com cerca de 4% da densidade
crítica, de acordo com os resultados obtidos da nucleossíntese primordial. Sabe-se que há uma
radiação cósmica de fundo em micro-ondas, emitida quando o Universo tinha apenas 300.000
anos e que carrega consigo um espectro de corpo negro com uma temperatura atual de ≈ 2,7 K.
Estudos das anisotropias da CMB fornecem valores para a densidade dos bárions similares aos
fornecidos pela nucleossíntese primordial, porém com incertezas maiores. O Universo também
é constituído por matéria relativística, os neutrinos cósmicos que, embora não sejam observados
diretamente, algumas estimativas dão a densidade de energia combinada de fótons e neutrinos
como sendo Ωrelh2 ' 4 × 10−5.

Existem evidências que apoiam ainda a existência de uma componente exótica da matéria, a
matéria escura. Há mais de 70 anos, Smith (Smith 1936) e Zwicky (Zwicky 1937) fizeram uma
observação surpreendente: o movimento individual de galáxias em aglomerados é tão intenso
que a atração gravitacional de todo o aglomerado de galáxias não é suficiente para segurá-lo.
Nesse sentido, aglomerados de galáxias deveriam se dispersar, embora isso não ocorra. Isso
sugere que uma componente desconhecida de matéria deve estar presente para manter o aglom-
erado coeso. Muitos trabalhos tem direcionado para esta conclusão; a dinâmica de galáxias
individuais, galáxias duplas, grupos e aglomerados, todos apontam para esta inobservável mas
unipresente componente de matéria (Roberts & Rots 1973, Rubin et al. 1978) que ficou con-
hecida por matéria escura. Sua luminosidade por unidade de massa deve ser consideravelmente
inferior ao valor habitual na matéria estelar. Astrônomos sugeriram que tal matéria fria poderia
estar, por exemplo, na forma de planetas tipo Júpiter, cometas, mini buracos negros, ou es-
trelas em seus estágios finais. Atualmente, sua assinatura é conhecida apenas pela interação
gravitacional, mas estudos contínuos em toda a região do espectro eletromagnético ajudaria
a delinear suas propriedades. A presença de tal matéria em quantidade suficiente para segu-
rar os aglomerados poderia ser insuficiente para “fechar” o universo (para mais detalhes veja
Rubin 1996). Atualmente, a teoria mais aceita a respeito de sua constituição é que ela seja for-
mada por matéria não-bariônica e não-relativística. Modelos cosmológicos baseados sob esta
hipótese são chamados de modelos CDM (do inglês “cold dark matter”). Contudo, sua consti-
tuição ainda é desconhecida e sua densidade atual incerta, acreditando-se que esteja em torno
de Ωme ' 0,3 (Ade et al. 2013). Como a densidade de matéria escura Ωme é muito maior que a
densidade da matéria bariônica Ωb, o parâmetro de densidade de matéria total Ωm é amplamente
utilizado para representar a densidade da matéria escura, no lugar de Ωme.

Todos os componentes citados acima satisfazem as condições de energia mencionadas ante-
riormente. No entanto, uma característica importante das observações atuais implica em con-
sequências interessantes sobre estas condições: note, a partir da Eq. (2.57), que para ä > 0
temos ρ + 3p < 0. Em outras palavras, uma expansão acelerada do universo contraria frontal-
mente a SEC. Não obstante, diversas observações provenientes de diferentes fontes, como a
CMB e SNs Ia, apontam para uma atual fase de aceleração da expansão do Universo (Copeland
et al. 2006, Padmanabhan 2003, Peebles & Ratra 2003, Alcaniz 2006, Lima 2004) e uma das
maneiras de explicar esta expansão acelerada é modificando a RG, incluindo uma componente
de energia escura no tensor energia-momento das equações de Einstein (2.14).

Note ainda que esta aceleração atual não deve ter sido a única na história cósmica. Ela
vem para ser adicionada a uma época acelerada inicial como prevista pelo paradigma infla-
cionário (Guth 1981, Linde 1990, Kolb & Turner 1990). A época inflacionária é necessária
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para lidarmos com os chamados problemas de horizonte, planaridade e monopolares (Misner
1968, Weinberg 1972, Linde 1990, Kolb & Turner 1990), bem como para fornecer o mecanismo
que gera as flutuações de densidade primordiais, atuando como sementes para a formação de
estruturas de grande escala (Mukhanov 2003). Lembremo-nos também que, entre estes dois
períodos de aceleração, deve haver um período de expansão desacelerada, de modo que as eras
cosmológicas convencionais de dominação pela radiação e pela matéria podem acontecer. De
fato, os limites observacionais sobre a abundância de elementos leves que vimos na seção 2.4.1
exigem que a nucleossíntese do Big Bang ocorra durante a era da radiação (Burles et al. 2001,
Carroll & Kaplinghat 2002). Por outro lado, a era da matéria é necessária para a formação de
estruturas ser realizada.

No contexto da aceleração recente, as observações atuais indicam que a densidade de energia
desta componente, caso ela exista, domina o Universo atualmente, resultando aproximadamente
no seguinte balanço: 4% de matéria bariônica ordinária, 20% matéria escura e 76% energia es-
cura (Spergel et al. 2007, Riess et al. 2004, Astier et al. 2006, Eisenstein et al. 2005). Isto nos
leva ao maior problema na cosmologia atual: conhecemos com razoável precisão a composição
atual do Universo, mas a natureza de sua principal componente permanece obscura até o pre-
sente momento. Veremos nas próximas seções alguns candidatos que tentam descrever esta
componente.

3.3. Modificando a Relatividade Geral: conteúdo material

Uma vez que já vimos, no início deste capítulo, as principais características da RG, iremos
discutir agora como podemos modificá-la, afinal queremos explicar os efeitos observados que
não são explicados por esta teoria. Observando as equações de Einstein (2.14) fica claro que
modificações podem ser realizadas tanto no lado direito como no lado esquerdo das equações.
Modificar o lado direito

Gµν = κ(Tµν + T mod
µν ) , (3.5)

é equivalente a adicionar alguma forma de “matéria” desconhecida à nossa teoria (mais comu-
mente energia escura e matéria escura), que irá corrigir os resultados que a teoria nos fornece
para coincidir com as observações. A seguir, listaremos os principais candidatos neste contexto.

3.3.1. A constante cosmológica

Uma vez que as equações de campo de Einstein (2.14) satisfazem as identidades de Bianchi (2.15)
e que ∇µδ

µ
ν = 0, um termo constante como Λgµν pode ser adicionado a qualquer um dos lados

destas equações, fornecendo interpretações diferentes dependendo do lado escolhido. Ao adi-
cionarmos o termo Λ do lado esquerdo, estamos modificando nossa teoria de gravitação e este
termo cosmológico é interpretado como uma constante fundamental da natureza, devendo seu
valor ser determinado pelas observações. Por outro lado, quando adicionamos esta constante no
lado direito estamos modificando o conteúdo material descrito pelo tensor energia-momento e o
termo cosmológico é interpretado como sendo a contribuição das flutuações quânticas do vácuo
(Weinberg 1989). No entanto, a contribuição da constante cosmológica para as equações de
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campo de Einstein independe da forma como a mesma é interpretada. O modelo cosmológico
que considera um universo plano e governado por matéria escura não-relativística mais uma
constante cosmológica descrevendo o vácuo quântico é o chamado modelo ΛCDM. No con-
texto das teorias f (R), este modelo é equivalente à uma função do tipo f (R) = R − 2Λ.

Para entender melhor como Λ explica o fenômeno da aceleração da expansão do Universo,
vamos considerar a Eq. (2.57) com os termos de matéria e vácuo explicitados

ä
a

= −
4πG

3
(ρm + ρvácuo + 3pvácuo) . (3.6)

Se a constante cosmológica Λ é interpretada como sendo o vácuo, ela atua nas equações de
campo com um tensor energia-momento da forma T vácuo

µν = Λgµν e equivale a um fluido per-
feito com equação de estado pvácuo = −ρvácuo. Note que substituindo esta equação de estado na
Eq. (3.6), o sinal de ä passa a ser positivo sempre que a condição ρvácuo > ρm/2 for satisfeita.
Portanto, Λ pode dar origem a uma força gravitacional repulsiva que poderia ser responsável
pela atual aceleração da expansão cósmica.

Embora o modelo ΛCDM represente atualmente nossa melhor descrição do Universo obser-
vado, em muito devido aos seus sucessos do ponto de vista observacional, existe pelo menos
dois sérios problemas a serem considerados quando uma constante cosmológica não-nula é as-
sumida. O primeiro problema consiste no fato de que determinações teóricas provenientes da
teoria quântica de campos fornecem um valor para a densidade do vácuo de cerca de ρvácuo ≈

1074 GeV4, enquanto que, para a energia escura dominar a dinâmica do universo somente nos
estágios atuais, um valor bem menor para sua densidade, ρx ≈ 10−47 GeV4, é requerido pelas
observações astronômicas. Como podemos ver, isto representa uma diferença de ∼ 120 ordens
de grandeza entre as determinações teóricas e observacionais. O segundo problema surge da
tentativa de se resolver o primeiro: uma das alternativas a este problema da discrepância entre
os valores teóricos e observacionais para a densidade de energia do vácuo é considerar uma
constante cosmológica efetiva

Λef = Λ + κρvácuo , (3.7)

onde Λ é o termo proveniente da contribuição do campo gravitacional e κρvácuo é a contribuição
da densidade de energia do vácuo quântico. O argumento em favor desta tentativa é que o
valor fornecido pelas observações se referem a um ρΛef . No entanto, esta tentativa origina um
complicado problema de “ajuste fino” entre os valores de Λ e ρvácuo para que possamos obter
o valor de ρΛef que observamos atualmente. Daqui em diante, sempre que mencionarmos a
constante cosmológica Λ, estaremos nos referindo na verdade à constante cosmológica efetiva
Λef, mas abolindo o índice “ef” por conveniência.

Um outro problema bem conhecido que persegue o advento da constante cosmológica é o
chamado problema da “coincidência cósmica”, que pode ser resumido na seguinte pergunta:
uma vez que o período de tempo em que as densidades de energia da constante cosmológica
e da matéria possuem a mesma ordem de grandeza é extremamente curto com relação à idade
do Universo, por quê este período está acontecendo justamente hoje, quando estamos presentes
para observá-lo?

A dificuldade em explicar estes problemas é conhecida como o problema da constante cos-
mológica e constitue um dos principais problemas da física teórica atual (Weinberg 1989, Sahni
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& Starobinsky 2000, Carroll 2001). Esta situação tem levado alguns físicos a seguirem uma
abordagem diferente, assumindo um cancelamento completo da constante cosmológica (Λ = 0)
e que algum processo físico desconhecido é o responsável pela expansão acelerada. Diante
disto, diversas alternativas ao modelo ΛCDM têm sido discutidas na literatura, algumas das
quais listaremos a seguir.

3.3.2. Decaimento do vácuo

Uma alternativa fenomenológica de se resolver o problema do valor da constante cosmológica
consiste em assumir que o termo cosmológico efetivo da Eq. (3.7) não é constante e que decresce
ao longo da evolução do Universo, atingindo assim o seu valor atual. Os modelos que se baseiam
neste princípio são chamados de modelos com decaimento do vácuo e têm sido investigados do
ponto de vista observacional por diversos autores (ver, por exemplo, Alcaniz & Lima (2005),
Borges & Carneiro (2005), Borges et al. (2008)). Esta classe de modelos constitui uma tentativa
importante no sentido de resolver os problemas da constante cosmológica e energia escura. As
equações de campo para esta classe de modelos são dadas por

Rµν −
R
2

gµν = κTµν − Λ(t)gµν , (3.8)

Para que possamos agora obter a dinâmica do universo na presença de um termo cosmológico
variável, devemos inicialmente observar que, como as identidades de Bianchi implicam numa
divergência nula para o tensor de Einstein, a variação temporal do termo cosmológico deve
resultar numa troca de energia entre o vácuo e a matéria e/ou radiação

uµT
µν

;ν = −uµ
Λ;µ

κ
, (3.9)

dando origem a um processo de criação de matéria e/ou fótons, ou mesmo em um aumento da
massa das partículas (Alcaniz & Lima 2005). Em outras palavras, isto equivale a dizer que a
presença de um termo cosmológico variável implica num acoplamento entre Tµν e Λ.

Uma crítica bastante comum a esta classe de modelos consiste na ausência de um guia prove-
niente da física fundamental que indique uma lei de decaimento para Λ(t). Neste sentido, di-
versos modelos de decaimento têm sido testados na literatura (ver tabela 3.1 de Costa (2007)).
Uma característica observacional importante, que pode ser verificada experimentalmente (Al-
caniz & Lima 2005) e que pode ter consequências interessantes na física da CMB é que, em
uma classe de modelos cuja densidade da radiação é dada por ρr = ρr0a−4+α, a lei de temper-
atura da radiação é modificada em relação ao caso padrão T (a) = T0a−1, passando a ser dada
por T (a) = T0aα/4−1, onde o parâmetro α, que deve ser positivo, representa a taxa de produção
de fótons.

3.3.3. Modelos φCDM (campo escalar)

Uma outra alternativa para se descrever a energia escura que tem sido bastante discutida na liter-
atura é a existência de um campo escalar primordial φ, homogeneamente distribuído (∂iφ = 0),
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minimamente acoplado com a gravidade e que evolui lentamente até o mínimo de seu potencial
V(φ) (Ratra & Peebles 1988, Caldwell et al. 1998). Estes modelos são denominados de φCDM
e a energia escura descrita nesta classe de modelos é chamada de quintessência. Este campo
escalar é descrito pela Lagrangiana

Lφ =
√
−g

[
1
2

gµν∂µφ∂νφ − V(φ)
]
, (3.10)

e o tensor energia-momento definido pela Eq. (2.16) é dado por

T (φ)
µν = ∂µφ∂νφ − gµν

[
1
2

gαβ∂αφ∂βφ − V(φ)
]
. (3.11)

A densidade de energia e a pressão relativa a este campo são escritas, respectivamente, por
ρφ = φ̇2/2 + V(φ) e pφ = φ̇2/2 − V(φ), implicando numa equação de estado do tipo

ωφ =
pφ
ρφ

=

1
2
φ̇2 − V(φ)

1
2
φ̇2 + V(φ)

, (3.12)

que, em geral, varia ao longo da expansão do universo, mas está limitada ao intervalo −1 ≤ w ≤
1. A aceleração da expansão pode surgir se a densidade de energia do campo escalar dominar o
conteúdo energético do universo e o termo cinético do campo evoluir lentamente (φ̇2 � V(φ)),
resultando em uma pressão negativa, exigência básica da RG para acelerar a expansão cósmica.
Nestas condições, quando o campo chega ao seu mínimo de potencial, temosω ∼ −1, e o campo
φ passa a atuar de modo semelhantemente a uma constante cosmológica. É importante notar
que, formalmente, no limite ω ∼ −1, quintessência e Λ são equivalentes. No entanto, fisica-
mente estas duas formas de energia são completamente distintas: enquanto a quintessência é
uma componente dinâmica a densidade de energia do vácuo é constante e inerte.

Utilizando a Eq. (3.10) e a métrica FLRW, podemos obter a equação de movimento para o
campo escalar através da equação de Klein–Gordon

φ̈ + 3Hφ̇ + V ′(φ) = 0 , (3.13)

onde o símbolo (′) indica derivadas com relação ao campo φ. Dado um V(φ), podemos resolver
esta equação para obtermos φ e, consequentemente, wφ pela Eq. (3.12). Várias parametrizações
para V(φ) têm sido propostas na literatura, com algumas delas sendo capazes de explicar os da-
dos atuais (ver tabela 2.1 de Barboza Jr. (2010) para uma lista das mais utilizadas na literatura).
Evidências observacionais concretas a favor de uma equação de estado variável podem eliminar
o principal candidato à energia escura, isto é, a constante cosmológica.

3.3.4. Modelos wCDM

Existe um bom motivo para considerar uma equação de estado constante para a energia escura.
Os componentes conhecidos do Universo possuem uma equação de estado do tipo w = constante.
Temos w = 0 para a matéria e w = 1/3 para a radiação, por exemplo. O mesmo acontece para
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Figura 3.1.: Evolução do parâmetro de desaceleração q(z) para alguns modelos de energia escura. As
faixas em azul, cinza e vermelho correspondem aos modelos com parâmetro da equação de
estado w = −0,8, −1, e −1,2, respectivamente. A faixa marrom é para o modelo alterna-
tivo de gravidade DGP (ver seção 3.4.1). Todos os modelos assumem um universo plano e
possuem a mesma densidade de matéria. A expessura das faixas indicam as incertezas que
surgem da incerteza atual na densidade de matéria não-relativística Ωm0. Retirado de Cald-
well & Kamionkowski (2009).

componentes hipotéticos como defeitos topológicos, que obedecem uma equação de estado de-
scrita por w = −d/3, onde d é a dimensão do defeito. Temos, por exemplo, d = 1 para cordas
cósmicas (w = −1/3) e d = 2 para paredes de domínio (w = −2/3). Com esta motivação, como
uma alternativa simples à constante cosmológica, podemos relaxar a condição w = −1 e assumir
também os casos w = constante , −1 (Turner & White 1997, Chiba et al. 1997, Efstathiou 1999,
Alcaniz & Lima 2001). Modelos deste tipo são chamados de wCDM. A evolução da densidade
da energia escura nestes modelos é descrita pela Eq. (2.79). O intervalo de interesse para w
situa-se entre 0 (matéria ordinária) e −1 (constante cosmológica). Componentes com w > 0
decrescem mais rapidamente do que a matéria ordinária e, portanto, causam uma desaceleração
extra indesejada em comparação ao que é obtido dos resultados de SNs Ia. Uma propriedade
interessante desses modelos é que para w < −1 a densidade de energia desta componente cresce
com o tempo e o fator de escala torna-se infinito em um tempo finito, causando uma singu-
laridade futura chamada big rip. Neste caso em particular, a energia escura é conhecida como
superquintêssencia, ou ainda energia fantasma, e um dos motivos para tal denominação é que
componentes com w < −1 podem ser consideradas não físicas pela condição de energia domi-
nante (ver seção 3.1). No entanto, valores de w < −1 são, em muitos casos, preferidos do ponto
de vista puramente observacional (Caldwell 2002, Caldwell et al. 2003, Carroll et al. 2003,
Gonzalez-Diaz 2003, Alcaniz 2004).

Todas as consequências cosmológicas da energia escura com parâmetro da equação de es-
tado constante surgem a partir do efeito desta componente sobre a taxa de expansão dada pelas
Eqs. (2.76)–(2.78). No entanto, uma vez que as consequências observacionais dessa compo-
nente só são relevantes no intervalo 0 ≤ z . 5, uma aproximação comumente considerada é a
de uma quintessência com equação de estado efetiva constante dentro deste intervalo, onde ela
pode ser potencialmente observada. Isto decorre do fato de que é esperada pouca variação para
o parâmetro w dentro desta faixa de redshift. Neste caso, podemos reescrever as Eqs. (2.76)–
(2.78) utilizando a Eq. (2.79). A Fig. 3.1 mostra a evolução do parâmetro de desaceleração em
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função do redshift para três casos de interesse com w = constante (incluindo a constante cos-
mológica e energia fantasma), bem como para o modelo de gravidade modificada DGP, o qual
discutiremos na próxima seção.

3.3.5. Gás de Chaplygin

Além dos modelos listados na seção 3.3, outra alternativa que merece menção é o chamado
gás de Chaplygin. Neste modelo, supõe-se a existência de uma componente que se comporta
inicialmente com pressão nula e posteriormente com pressão negativa, fazendo o papel tanto de
energia escura quanto de matéria escura. Isto dá origem aos chamados modelos de quartessên-
cia (Kamenshchik et al. 2001, Bilic et al. 2002, Bento et al. 2002, Lima et al. 2008, 2009, Santos
& Jesus 2008).

3.4. Modificando a Relatividade Geral: parte gravitacional

Alternativamente aos modelos de energia escura listados na seção anterior, nós podemos modi-
ficar o lado esquerdo das equações de campo de Einstein

c = κTµν , (3.14)

que é o mesmo que reconsiderar o nosso conhecimento sobre a estrutura do espaço-tempo, sem
adicionar componentes desconhecidas de energia ao nosso universo. Neste sentido, podemos
destacar dois tipos de modificações: modificar a dimensionalidade do espaço-tempo ou incluir
campos adicionais aos utilizados pela RG, sejam eles escalares, vetoriais ou tensoriais. Discu-
tiremos os dois tipos, mas é no último que daremos mais atenção, pois é nele que se inserem as
teorias f (R).

3.4.1. Dimensões extras

A ideia de uma modificação na teoria de gravitação nos leva a uma questão relevante para a
física fundamental e a cosmologia, e tão complexa quanto o ajuste do conteúdo energético do
universo: dimensões extras. É bem conhecido que a existência de dimensões extras é necessária
em algumas teorias alternativas ao modelo padrão da física de partículas como, por exemplo,
teoria de cordas e teoria M. No contexto cosmológico, a existência de dimensões extras é bem
traduzida nos chamados modelos de branas (Randall & Sundrum 1999a,b, Deffayet et al. 2002,
Sahni & Shtanov 2000, 2003, Alcaniz 2002, Jain et al. 2002, Maia et al. 2005, Lue 2006, Dvali
et al. 2000). Nos cenários de branas, nosso mundo quadrimensional constitui um sub-espaço
de uma estrutura com mais dimensões. Em outras palavras, nosso Universo seria uma superfí-
cie ou uma membrana imersa numa dimensão extra. Todos os campos descritos pelo Modelo
Padrão da física de partículas atuariam em nossa brana, sendo que somente a gravidade poderia
se propagar na dimensão adicional. O interesse nestes cenários aumentou consideravelmente
nos últimos anos e diversos modelos têm sido propostos neste contexto. Podemos citar, por
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exemplo, o modelo DGP (Dvali–Gabadadze–Porrati) (Dvali et al. 2000), no qual a presença de
uma dimensão espacial extra produz a seguinte modificação na equação de Friedmann:

H2 =


√
κρm

3
+

1
4r2

c
+

1
2rc


2

−
k
a2 , (3.15)

onde rc representa a escala de distância que delimita a atuação dos regimes de gravidade quadri-
mensional e pentadimensional. A lei usual do inverso do quadrado da distância (1/r2) para a
força gravitacional experimentada entre duas fontes pontuais só é obtida em escalas menores
que rc. Para escalas maiores que rc, ocorre um “vazamento” da força gravitacional para a quinta
dimensão, o que resulta numa modificação da lei da gravidade para 1/r3.

Alguns trabalhos têm sido realizados no sentido de investigar as consequências cosmológi-
cas para esta classe de modelos descrita pela Eq. (3.15). Sollerman et al. (2009), por exemplo,
investigaram a compatibilidade entre esta classe e as observações atuais, mostrando que eles
podem fornecer uma explicação alternativa para a aceleração da expansão cósmica sem a ne-
cessidade de uma constante cosmológica ou de uma quintessência.

3.4.2. Teorias escalar-tensoriais

Teorias escalar-tensor têm sido intensamente investigadas como uma alternativa à Relatividade
Geral. Elas constituem uma classe de teorias em que a gravidade é descrita não só pelo campo
tensorial métrico de gµν, mas também por um campo escalar, que é determinado pela distribuição
de massa e energia no Universo e substitui a constante gravitacional G. Este campo escalar
aparece acoplado ao escalar de Ricci R na forma b(φ)R (Fujii & Maeda 2003). Outras alternati-
vas gravitacionais podem ser reformuladas como teorias escalar-tensoriais, tais como a teoria de
Brans–Dicke e as teorias f (R). Muito por causa disso, as teorias escalar-tensoriais representam
talvez a classe mais estudada de teorias alternativas de gravidade e uma grande quantidade de
testes experimentais dessas teorias têm sido realizados (Will 1993).

Nesta classe de teorias a ação da RG (2.18) é substituída pela ação (veja, por exemplo, Carroll
(2004))

S ET =

∫
d4x
√
−g

[
b(φ)R −

1
2

h(φ)gµν(∂µφ)(∂νφ) − U(φ) +Lm(gµν,ψ)
]
, (3.16)

onde φ(x,t) é o campo escalar e b(φ), h(φ) e U(φ) são funções que determinam a forma da teoria.
Note que o campo φ não está presente na Lagrangiana da matéria, ou seja, ele não está acoplado
à matéria, apenas à gravidade.

Embora a ação (3.16) sugira que três funções (b(φ), h(φ), e U(φ)) sejam necessárias para a
teoria ser especificada, podemos redefinir a função b como sendo o novo campo e então obter
as novas funções U(b) e h(b). A partir daí, a presença de um campo b(φ) que varia no espaço
multiplicando a curvatura R na Eq. (3.16) implica que as teorias escalar-tensoriais são teorias de
gravidade com uma constante de Newton que depende de b(φ). Portanto, essas teorias podem
ser entendidas como modelos de gravidade com uma “constante” de Newton variável. Os outros
termos na ação, contendo h e U, representam os termos de energia cinética e potencial para o
novo campo, respectivamente.
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A variação da ação com relação à métrica (ver próximo capítulo) nos leva às equações de
campo (Caldwell & Kamionkowski 2009)

Gµν =
1

b(φ)

[
1
2

T (m)
µν +

1
2

T (φ)
µν + ∇µ∇νb − gµν2b

]
, (3.17)

onde 2 ≡ gµν∇µ∇ν, ∇µ é a derivada covariante associada com a conexão de Levi–Civita da
métrica e

T (φ)
µν = h(φ)(∇µφ)(∇νφ) − gµν

[
1
2

h(φ)gρσ(∇ρφ)(∇σφ) + U(φ)
]

(3.18)

é o tensor energia-momento relacionado com o campo escalar φ, que possui equação de movi-
mento

h2φ +
1
2

dh
dφ

gµν(∇µφ)(∇νφ) −
dU
dφ

+
db
dφ

R = 0 . (3.19)

Nesta teoria, a equação de Friedmann em um universo FLRW plano é

H2 =
ρ

6b
+

hφ̇2

6b
− H

ḃ
b

+
U
6b

, (3.20)

e a equação de movimento para o campo escalar torna-se,

φ̈ + 3Hφ̇ =
3
h

db
dφ

(
Ḣ + 2H2

)
−
φ̇2

2h
dh
dφ
−

1
2h

dU
dφ

. (3.21)

Se por um lado a liberdade de escolha das funções b(φ), h(φ), e U(φ) traz a tona um grande
número de casos fenomenológicos de interesse, por outro lado, esta própria característica difi-
culta a realização de afirmações gerais sobre a validade das teorias escalar-tensoriais. Soma-se
a isto o fato de que quanto mais funções uma teoria possuir, mais condições iniciais para o novo
grau de liberdade serão necessárias para se determinar a fenomenologia dessas teorias.

A despeito disto, essas teorias podem fornecer explicações à aceleração cósmica semelhantes
às dos modelos de energia escura se algumas suposições sobre o campo escalar e suas funções
forem introduzidas. Se, por exemplo, assumirmos que o campo φ evolui lentamente com o
tempo, as derivadas temporais na equação (3.20) irão se tornar desprezíveis e, grosseiramente,
poderemos ter um comportamento semelhante ao de uma quintessência. Incluindo os termos
adicionais nas Eqs. (3.20) e (3.21) (os que dependem das derivadas de b e h), os detalhes entre
teorias escalar-tensoriais e quintessência podem diferir, e uma gama mais ampla de comporta-
mentos pode ser possível.

Teorias de Brans-Dicke. Formulada no início da década de 60 por Carl H. Brans e seu
estudante Robert H. Dicke, a teoria de Brans–Dicke (BD) constitui o exemplo mais bem con-
hecido de teorias escalar-tensoriais (Brans & Dicke 1961). Comumente, essa teoria é definida
por b(φ) = φ/(2κ) e h(φ) = ωBD/(κφ), onde a constante ωBD é o chamado parâmetro de Brans–
Dicke. Quanto maior o valor deste parâmetro, menores serão os efeitos do campo escalar φ,
de tal forma que, no limite ωBD → ∞, esta teoria torna-se indistinguível da RG. A ação para a
teoria BD é escrita na forma*

S BD =
1

16πG

∫
d4x
√
−g

[
φR −

ωBD

φ
gµν(∂µφ)(∂νφ) − U(φ) +Lm(gµν,ψ)

]
, (3.22)

* Na teoria original, o potencial do campo é nulo (U(φ) = 0).
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onde deixamos explícito o termo 16πG para discutirmos o seguinte fato: note que como uma
teoria escalar-tensor, a teoria de Brans–Dicke pode ser considerada como uma teoria com um
acoplamento gravitacional variável, já que podemos definir um acoplamento gravitacional efe-
tivo

Gef =
G
φ
. (3.23)

Isto está de acordo com o princípio de Mach (já mencionado no capítulo 1), no qual, se-
gundo Dicke, “ a constante gravitacional deve ser função da distribuição de massa no Uni-
verso” (Sotiriou & Faraoni 2010).

A teoria Brans–Dicke é de particular interesse em algumas situações físicas, uma vez que,
nesses casos, a estrutura relativamente simples de suas equações de campo permitem soluções
analíticas exatas. Além disso, ela também é frequentemente utilizada para modelar variações
na constante de Newton G, bem como desvios da Relatividade Geral.

No regime de altas densidades, que são relevantes aos experimentos do Sistema Solar, a RG
pode ser recuperada a partir da teoria BD através do chamado mecanismo camaleão (Khoury
& Weltman 2004a,b), no qual a presença do potencial do campo escalar U(φ) possibilita a
obtenção de uma massa efetiva do campo que dependende da densidade. Neste mecanismo,
o campo escalar é de curto alcance e sua massa se torna alta para densidades e curvaturas
semelhantes as do Sistema Solar. Por outro lado, em densidades e escalas cosmológicas, o
campo se torna de longo alcance e sua massa passa a ser pequena, de forma que ele pode causar
a aceleração cósmica (Sotiriou & Faraoni 2010). Este mecanismo funciona não apenas na teoria
BD (Khoury & Weltman 2004a,b, Tsujikawa et al. 2008), mas também em teorias f (R) no
formalismo métrico (Navarro & Van Acoleyen 2007, Faulkner et al. 2007, Hu & Sawicki 2007,
Capozziello & Tsujikawa 2008, Brax et al. 2008, Thongkool et al. 2009), uma vez que, como
veremos no próximo capítulo, elas podem ser consideradas como um caso especial da teoria BD
com ωBD = 0 (O’ Hanlon 1972, Chiba 2003). Para modelos de energia escura viáveis baseados
na teoria BD e em teorias f (R) no formalismo métrico, a evolução cosmológica primordial é
similar à da RG, mas o desvio da RG se torna relevante no universo tardio, ou seja, no regime de
baixa densidade (Tsujikawa et al. 2008, Amendola et al. 2007a, Li & Barrow 2007, Amendola
& Tsujikawa 2008, Starobinsky 2007, Appleby & Battye 2007, Linder 2009, Tsujikawa 2008).

Existe também uma outra forma de se recuperar a RG na teoria BD em regiões de alta den-
sidade. Este método consiste em se introduzir na ação de Brans–Dicke auto-interações não
lineares do campo escalar, por exemplo, na forma ξ(φ)2φ(∂µφ∂µφ), onde ξ é uma função em
termos de φ (De Felice & Tsujikawa 2010b). Na teoria BD com este termo de auto-interação do
campo ξ(φ)2φ(∂µφ∂µφ), o comportamento da RG é recuperado nas eras cosmológicas primor-
diais, durante as quais o campo permanece aproximadamente estático. Enquanto φ̇/φ é positivo,
é possível evitar o aparecimento de instabilidades associadas com a velocidade de propagação
do campo. Além disso, este modelo dá origem a algumas assinaturas observacionais interes-
santes, como o crescimento modificado das perturbações da matéria (Silva & Koyama 2009,
Kobayashi et al. 2010).

Do ponto de vista observacional, a teoria de Brans–Dicke tem sido testada de maneira intensa
em regimes de densidade similares aos do Sistema Solar. Como podemos notar, ela possui
apenas um grau de liberdade a mais em comparação com a RG, ωBD. Uma vantagem deste
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fato é que este parâmetro serve para colocar a teoria em teste com as observações. A solução
de suas equações de campo no Sistema Solar faz surgir um parâmetro pós-Newtoniano (PPN)†

γ = (ωBD + 1)/(ωBD + 2) e este parâmetro pode ser utilizado para se impor limites sobre ωBD. A
partir de experimentos de gravidade local do Sistema Solar, Bertotti et al. (2003) mediram este
valor como sendo γ = 1 + (2,1 ± 2,3) × 10−5, o que leva a um limite ωBD & 5 × 104 (Caldwell
& Kamionkowski 2009). Sob este limite, o desvio da RG é muito pequeno para ser detectado
pelas observações cosmológicas atuais.

3.4.3. Teorias f (R)

O problema da aceleração cósmica têm motivado diversos esforços na modificação da gravi-
dade para se modelar esta aceleração sem a inclusão de partículas exóticas. Um dos modelos
mais utilizados neste contexto são as teorias f (R) onde, como já introduzimos no capítulo 1,
realizamos a substituição R→ f (R) na Lagrangiana gravitacional, o que faz com que a ação
de Einstein–Hilbert possa ser transformada em uma variedade de formas diferentes. Este tipo
de gravidade extendida tem tido um crescente aumento em aplicações à cosmologia (ver, por
exemplo, Capozziello & De Laurentis (2011) para uma revisão sobre essas aplicações). Como
mencionamos anteriormente e veremos mais adiante, as teorias f (R) podem ser consideradas
como uma classe de teorias de Brans–Dicke dependendo do formalismo variacional adotado.
Uma vez que o foco principal desta tese são as teorias f (R) e suas propriedades, nós iremos
retornar a este tema no próximo capítulo.

3.5. Outras alternativas

Modelos não-homogêneos. Indo mais além, é importante enfatizar que todas as alter-
nativas da seção 3.3 são modelos cosmológicos que utilizam a métrica FLRW uma vez que
eles mantém os princípios de homogeneidade e isotropia. No entanto, existem outras opções
que utilizam as equações da RG e supõem um universo isotrópico, mas que consideram não-
homogeneidades e que levam, portanto, a métricas distintas da FLRW. Nesta categoria, podemos
citar os modelos Lemaître–Tolman–Bondi (Lemaitre 1997, Tolman 1934, Celerier 2000, 2007,
Buchert 2008), Szekeres (Szekeres 1975, Ishak et al. 2008) e Stephani (Stephani 1967a,b).

Modelos cinemáticos. Recentemente, têm havido uma intensa investigação por meio dos
chamados modelos cinemáticos (Riess et al. 2004, Cunha 2009, Guimaraes et al. 2009, Santos
et al. 2011). Esta classe de modelos visa determinar os parâmetros cinemáticos do universo,
como a constante de Hubble, o parâmetro de desaceleração, o jerk e o snap, da forma mais
independente de suposições sobre o conteúdo cósmico o quanto for possível. Desta forma,
modelos cinemáticos podem ser vistos como medidas independentes dos parâmetros da expan-
são, e podem nos fornecer informações valiosas sobre o modelo cosmológico mais próximo da
realidade.
† Do inglês “parameterized-post-Newtonian”. Este parâmetro nos dá uma medida de quanta curvatura espacial é

produzida por unidade de massa de repouso. Para a RG temos γ = 1 (veja, por exemplo, Will (2001) para mais
detalhes sobre os parâmetros PPN).
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3.6. Sumário

Vimos neste capítulo que ainda não há uma definição clara de qual caminho deve ser seguido
para se explicar o atual cenário cósmico de aceleração, que nos dias de hoje é um fenômeno
amplamente aceito. Mostramos que algumas alternativas têm sido bastante investigadas com
o intuito de se resolver este problema, sendo que as chamadas teorias f (R) desempenham um
importante papel neste contexto. O próximo capítulo é dedicado a esta classe de teorias, bem
como suas principais propriedades/consequências físicas e cosmológicas.



4 Teorias f (R)

Resumo: Uma breve revisão histórica e as prin-
cipais motivações para o advento das teorias f (R)
são apresentadas. As consequências e as questões
referentes a essas teorias são introduzidas no con-
texto cosmológico e os aspectos mais gerais dos for-
malismos métrico e de Palatini são abordados.

Teorias de gravidade modificada têm recebido uma atenção crescente ultimamente devido à
motivação combinada proveniente da física de altas energias, astrofísica e cosmologia. Dentre
as numerosas alternativas à Relatividade Geral, as teorias que incluem invariantes de curvatura
não-lineares em R, incluindo as teorias f (R), tem uma longa história. O status único da RG
dentre as teorias de gravitação começou a ser questionado apenas poucos anos após sua in-
trodução. A curiosidade científica e a determinação em se entender a teoria recém-proposta
levaram Weyl (1919) e, logo depois, Eddington (1923) a começarem a considerar modificações
da teoria incluindo invariantes não-lineares em sua ação. Nesta época, ainda não existiam mo-
tivações experimentais para se generalizar a ação gravitacional.

As primeiras motivações vieram surgir, principalmente, após o advento da mecânica quân-
tica. Atualmente sabe-se que quando correções quânticas ou de teoria de cordas são levadas em
conta, a ação gravitacional efetiva de baixa energia admite invariantes de curvatura de ordem su-
perior (Birrell & Davies 1982, Buchbinder et al. 1992, Vilkovisky 1992). A RG (que é linear em
R) não é renormalizável e, portanto, é bem conhecido que ela não pode ser quantizada conven-
cionalmente. Este resultado já havia sido reforçado em meados do século passado por trabalhos
como o de Utiyama & DeWitt (1962), que mostraram que renormalização em um loop exige
que a ação de Einstein–Hilbert seja complementada por ermos de curvatura não-lineares, e o de
Stelle (1977), que mostrou que as ações de ordem superior em R são, de fato, renormalizáveis
(mas não unitárias).

Todas estas considerações serviram de estímulo para modificações na ação da RG. No en-
tanto, estas modificações foram consideradas relevantes apenas em regimes de altas energias ou
em escalas próximas à escala de Planck como, por exemplo, no início do Universo ou próximo

45



46 CAPÍTULO 4. TEORIAS F(R)

de singularidades de buraco negros. Logo, estas correções não deveriam afetar os fenômenos
gravitacionais em cenários de baixas energias, como o Universo recente.

Uma nova motivação para modificações na RG começou a surgir a partir dos novos resulta-
dos observacionais mencionados na seção 3.2. Estas novas evidências revelaram uma imagem
bastante inesperada do Universo, imagem esta que é no mínimo surpreendente e definitivamente
ainda espera por uma explicação.

Vimos na seção 3.3.1 que o modelo mais simples que explica os dados atuais é o modelo
ΛCDM, que deve ainda ser suplementado por algum cenário inflacionário, geralmente baseado
em algum campo escalar, conhecido como inflaton. Porém, os problemas da constante cos-
mológica já mencionados fazem com que alguns considerem pobres as motivações para este
modelo do ponto de vista teórico, interpretando-o como um mero ajuste aos dados observa-
cionais (Sotiriou & Faraoni 2010). Também vimos no capítulo anterior que estes problemas
serviram de combustível para várias dinâmicas alternativas para a energia escura. No entanto,
nenhuma dessas tentativas estão livres de problemas.

Um último estímulo para o estudo de teorias de gravidade modificada surge da possibilidade
de nossa descrição da interação gravitacional em grandes escalas ainda não ser suficientemente
tão adequada quanto desejamos. Uma vez que de todas as interações fundamentais é justamente
a gravidade que rege a dinâmica cósmica, uma descrição incompleta — ou mesmo errada —
de seu comportamento em escalas cosmológicas pode estar na raiz de, pelo menos, alguns
dos problemas até aqui mencionados. Com este ponto de vista, investigar as consequências
de modificações na ação padrão da RG poderia nos ajudar a responder alguns desses enigmas
cosmológicos e astrofísicos.

Neste capítulo, descreveremos os aspectos mais importantes das teorias f (R). Iremos seguir
a linha de raciocínio apresentada em Sotiriou & Faraoni (2010) e Oliveira (2010), mas nos
focando nas equações mais importantes e nos aspectos teóricos mais relevantes para esta tese.
Um estudo completo incluindo os aspectos mais gerais sobre essas teorias, bem como sobre
gravidade modificada em geral, pode ser encontrado em diversos livros ou artigos de revisão
sobre este tema como, por exemplo, Capozziello & Francaviglia (2008), Capozziello & Faraoni
(2011), Clifton et al. (2012).

Como já foi visto no primeiro capítulo, e também pode ser visto em muitos livros e artigos de
revisão (veja, por exemplo, Misner et al. (1973), Wald (1984), Amendola & Tsujikawa (2010)),
podemos adotar pelo menos dois formalismos variacionais distintos quando desejamos obter as
equações de campo a partir de uma ação: o formalismo métrico e o formalismo de Palatini.
Como iremos ver adiante, ambos os formalismos levam às mesmas equações de campo e se
reduzem à RG para ações cuja Langrangeana é linear em R. No entanto, o mesmo já não ocorre
para teorias com ações mais gerais (Buchdahl 1970, Exirifard & Sheikh-Jabbari 2008, Burton &
Mann 1998a,b, Querella 1998, Shahid-Saless 1987). Podemos concluir deste fato que para cada
modelo f (R) existe, na verdade, duas versões/teorias de gravidade, uma para cada formalismo
variacional adotado*.
* Existe, na realidade, mais um formalismo variacional além do métrico e o de Palatini, o formalismo métrico-

afim. Discutiremos brevemente esta formulação na seção 4.3. Para uma descrição mais completa veja, no
entanto, Sotiriou & Faraoni (2010). Nesta tese, daremos ênfase apenas às questões referentes às formulações
métrica e de Palatini.
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Embora o objetivo principal dos trabalhos que compõem esta tese tenha sido investigar a vi-
abilidade observacional do formalismo de Palatini, iremos mostrar, por razões de completeza, a
obtenção das equações de campo nas duas formulações, apontando também suas consequências
cosmológicas e as principais diferenças entre ambas.

4.1. O formalismo métrico

No formalismo métrico, o único campo livre da ação é dado pela métrica, de modo que a vari-
ação deve ser tomada apenas com relação a esta variável. Ele é considerado mais convencional
que o formalismo de Palatini e, na verdade, este foi o empregado por Einstein na obtenção
de suas equações de campo. Neste ponto, é importante esclarecer a diferença entre os termos
“formalismo métrico” e “teoria métrica”: enquanto o “formalismo métrico” é um formalismo
variacional, “teorias métricas” são teorias que satisfazem os seguintes postulados métricos (Will
1993):

1. O espaço-tempo é descrito por uma métrica simétrica;

2. As trajetórias de partículas-teste em queda livre são geodésicas desta métrica;

3. Em referenciais locais em queda livre, as leis físicas não-gravitacionais são as leis da
Relatividade Especial.

Teorias que seguem estes postulados são as únicas que podem satisfazer o princípio de equiv-
alência de Einstein, o que nos leva à conclusão de que a RG é uma teoria métrica de gravi-
dade. Podemos dizer, em outras palavras, que teorias métricas são aquelas em que a matéria
deve estar acoplada minimamente à métrica, sem estar acoplada a mais nenhum outro campo
dinâmico (Sotiriou & Faraoni 2010). Assim como na RG, teorias f (R) nos formalismo métrico
e de Palatini se valem desta característica e ambas são, portanto, teorias métricas.

4.1.1. As equações de campo

Quando se adota o formalismo métrico, as equações de campo são obtidas como segue. Vamos
partir da ação generalizada consistindo da ação de Einstein–Hilbert modificada por uma teo-
ria f (R) e ação para os campos de matéria e energia. Esta ação é obtida a partir das Eqs. (1.2)
e (2.18) na forma

S mét = S f + S m =
1
2κ

∫
d4x
√
−g f (R) +

∫
d4x
√
−gLm(gµν,ψ) , (4.1)

onde a inclusão do índice “mét” ficará mais clara na seção 4.2. Para obtermos as equações de
campo, iremos utilizar o princípio da mínima ação e variar a ação acima com relação à métrica
inversa gµν, com δgµν = −gµαgνβδgαβ,

δS mét = δS f + δS m = 0 . (4.2)

Iremos encontrar os termos da variação separadamente, primeiro para a parte gravitacional
δS f e depois para a parte material δS m. Para a parte gravitacional nós obtemos

δS f =
1
2κ

∫
d4xδ

[√
−g f (R)

]
=

1
2κ

∫
d4x

[√
−g fR(R)δR + f (R)δ

√
−g

]
, (4.3)
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onde, a partir de agora, utilizaremos a notação (R) ≡ d/dR, ou seja, fR ≡ d f /dR, fRR ≡ d2 f /dR2,
e assim por diante. Pela definição do escalar de Ricci dada pela Eq. (2.6), nós temos

δR = Rµνδgµν + gµνδRµν , (4.4)

onde gµνδRµν = −∆µνδgµν e ∆µν ≡ ∇µ∇ν − gµν2. Utilizando a relação

δ
√
−g = −

1
2
√
−ggµνδgµν , (4.5)

nós obtemos então

δS f =

∫
d4x
√
−g

[
1
2κ

fR(R)Rµν −
1
4κ

f (R)gµν −
1
2κ

∆µν fR(R)
]
δgµν . (4.6)

De maneira similar, para a ação da matéria nós temos

δS m =

∫
d4xδ

(√
−gLm

)
=

∫
d4x
√
−g

(
δLm

δgµν
−

1
2

gµνLm

)
δgµν

=

∫
d4x
√
−g

(
−

1
2

Tµν

)
δgµν , (4.7)

onde fizemos uso da Eq. (2.16). Para qualquer que seja a variação δgµν, utilizando o princípio
da mínima ação (4.2), nós obtemos δS f = −δS m. Portanto

fR(R)Rµν −
1
2

f (R)gµν − ∆µν fR(R) = κTµν , (4.8)

que são as equações de campo para teorias f (R) no formalismo métrico.

Note que, para uma teoria linear em R, essas equações de campo se reduzem àquelas da RG,
dadas pela Eq. (2.14), uma vez que o último termo do lado esquerdo se anula. Observe também
que a Eq. (4.8) é uma equação diferencial parcial de 4a ordem na métrica gµν, uma vez que R
inclui derivadas de 2a ordem. Note ainda que o traço da Eq. (4.8) fornece

R fR − 2 f + 32 fR = κT , (4.9)

onde T = gµνTµν. Esta equação nos dá uma relação diferencial entre R e T , e não uma relação
algébrica como na RG (onde R = −κT ). Esta já é uma indicação de que as equações de campo
das teorias f (R) admitem uma maior variedade de soluções em comparação com a Relatividade
Geral.

Existem mais alguns aspectos interessantes sobre as equações de campo (4.8), mas que fo-
gem do escopo deste texto (veja, por exemplo, Sotiriou & Faraoni (2010) para uma lista dos
mais relevantes.) No entanto, algo que nos interessa em particular é que podemos reescrever
a Eq. (4.8) na forma das equações de campo de Einstein, fazendo uso de um “tensor energia-
momento efetivo” contendo termos de curvatura. A partir da Eq. (4.8) temos

Rµν =
κ

fR

[
Tµν +

1
κ

(
1
2

f gµν + ∆µν fR

)]
. (4.10)
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Logo,

Gµν = Rµν −
1
2

Rgµν

=
κ

fR

[
Tµν +

1
κ

(
1
2

f gµν + ∆µν fR

)]
−

1
2

Rgµν

=
κ

fR

{
Tµν +

1
κ

[(
f − R fR

2

)
f gµν + ∆µν fR

]}
= κef

[
Tµν + T (eff)

µν

]
, (4.11)

onde a quantidade κef ≡ 8πGef = 8πG/ fR define um acoplamento gravitacional efetivo. O re-
querimento de que a gravidade seja sempre atrativa implica, portanto, em fR(R) > 0. Uma
discussão mais detalhada sobre essa condição poderá ser encontrada na seção 4.6.

4.1.2. Equivalência com a teoria de Brans–Dicke

A equivalência dinâmica entre a gravidade f (R) e a teoria de Brans–Dicke tem sido extensiva-
mente investigada na literatura (veja, por exemplo, Teyssandier & Tourrenc 1983, Whitt 1984,
Barrow & Cotsakis 1988, Maeda 1989, Magnano & Sokolowski 1994, Wands 1994, Flanagan
2004a,b, Olmo & Komp 2004, Olmo 2005, Allemandi et al. 2006, Sotiriou 2006b). Intro-
duzindo um novo campo χ, a ação (4.1) pode ser transformada dinamicamente em (Teyssandier
& Tourrenc 1983)

S mét =
1
2κ

∫
d4x
√
−g

[
f (χ) + fχ(R − χ)

]
+ S m(gµν,ψ) . (4.12)

onde fχ ≡ d f /dχ. Deste modo, a ação acima é dinamicamente equivalente à ação (4.1) para
χ = R. A variação da ação (4.12) com relação à χ fornece fχχ(χ)(R − χ) = 0, de modo que
χ = R se fχχ(χ) , 0. Se redefinirmos o campo φ por φ = fχ(χ), o termo entre colchetes na
ação (4.12) poderá ser reescrito como

f (χ(φ)) + fχ(R − χ) = φR −
[
χ(φ)φ − f (χ(φ))

]
= φR − U(φ) , (4.13)

onde U(φ) é o potencial do campo φ. Com isto, a ação (4.12) toma a forma

S mét =
1
2κ

∫
d4x
√
−g

[
φR − U(φ)

]
+ S m(gµν,ψ) , (4.14)

que é idêntica à forma (3.22) sem o termo cinético. A conclusão é que teorias f (R) no formal-
ismo métrico são dinamicamente equivalentes à teoria de Brans–Dicke paraωBD = 0 (Teyssandier
& Tourrenc 1983, Wands 1994). Existe, no entanto, uma condição para a equivalência entre as
teorias f (R) e a teoria de Brans–Dicke. Esta equivalência exige fRR(R) , 0 para que a trans-
formação φ = fR(R) seja inversível. Esta é uma condição suficiente, mas não necessária para a
inversibilidade. A única condição necessária para esta equivalência é que fR(R) seja contínua e
unívoca (Olmo 2007). Quando fRR = 0, a equivalência entre as teorias não pode ser garantida,
embora não seja excluída a priori (Sotiriou & Faraoni 2010).
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4.1.3. Dinâmica cósmica

Para obtermos as equações da evolução cosmológica de uma teoria f (R) no formalismo métrico
(e também no formalismo de Palatini), iremos sempre considerar que nosso universo é de-
scrito pela métrica FLRW (2.31) espacialmente plana (k = 0). Iremos também assumir que
os constituintes cósmicos são descritos por um fluido perfeito (2.8) e p e ρ representarão a
pressão e a densidade de energia, respectivamente. Vamos assumir ainda algumas restrições
sobre as formas escolhidas para a função f (R): fR > 0 para termos um acoplamento grav-
itacional efetivo positivo (Gef = G/ fR > 0), e fRR > 0 para evitarmos a chamada instabilidade
de Dolgov–Kawasaki (ver seção 4.7). Não iremos aqui desenvolver os cálculos que levam às
equações de Friedmann modificadas de maneira minuciosa. Estas equações podem ser obtidas
de maneira direta a partir das componentes de Rµν para a métrica FLRW, que são encontradas
em muitos livros-texto. Aqui, é suficiente dizer que, iserindo a métrica FLRW e assumindo
o tensor energia-momento (2.8) nas equações de campo (4.8), as componentes tempo-tempo e
espaciais dessas equações fornecem, respectivamente,

H2 =
κ

3 fR

(
ρ +

R fR − f
2

− 3HṘ fRR

)
, (4.15)

2Ḣ + 3H2 = −
κ

fR

[
p + Ṙ2 fRRR + 2HṘ fRR + R̈ fRR +

1
2

( f − R fR)
]
, (4.16)

onde H = ȧ/a e o escalar de Ricci é dado por

R = 6
(
Ḣ + 2H2

)
. (4.17)

Note que R tem as mesmas dimensões de H2. Observe ainda que, fazendo f (R) = R, nós temos
fR = 1 e fRR = fRRR = 0. Com isso, as Eqs. (4.15) e (4.15) se reduzem às equações de Friedmann
usuais (2.55) e (2.56) para k = 0.

Diferentemente do que ocorre em modelos de energia escura, não estamos incluindo aqui
nenhuma componente exótica de energia com o objetivo de acelerar a expansão cósmica. Esta-
mos, de fato, descrevendo um universo composto basicamente por matéria (seja escura e/ou bar-
iônica) e radiação, de forma que a pressão e a densidade de energia que surgem nas equações de
Friedmann (4.15) e (4.16) são dadas por ρ = ρm + ρr e p = pr (com pm = 0). Para visualizarmos
de que modo as teorias f (R) podem acelerar a expansão do Universo, é útil definirmos a densi-
dade e a pressão relacionadas com a modificação na gravidade. Nós temos então

ρcurv =
R fR − f

2 fR
−

3HṘ fRR

fR
, (4.18)

pcurv =

Ṙ2 fRRR + 2HṘ fRR + R̈ fRR +
1
2

( f − R fR)

fR
, (4.19)

Substituindo essas equações nas Eqs. (4.15) e (4.16) nós obtemos, após alguma álgebra, as
equações que governam a dinâmica cósmica na forma das equações de Friedmann usuais, ou
seja,

H2 =
κ

3
ρef , (4.20)

ä
a

= −
κ

6
(ρef + 3pef) , (4.21)
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onde ρef = ρ + ρcurv e pef = p + pcurv. O parâmetro da equação de estado efetivo relacionado
com a densidade e a pressão do “fluido de curvatura” pode ser expresso por

wcurv ≡
pcurv

ρcurv
=

Ṙ2 fRRR + 2HṘ fRR + R̈ fRR +
1
2

( f − R fR)

R fR − f
2

− 3HṘ fRR

. (4.22)

Observe que o sinal de wcurv é determinado apenas pelo numerador da Eq. (4.22), uma vez que,
sendo uma densidade, o denominador é sempre positivo. Em geral, para termos uma equação
de estado do tipo de Sitter (wcurv = −1) nós devemos ter

fRRR

fRR
=

ṘH − R̈
Ṙ2

. (4.23)

Podemos ainda, fazendo uso das Eqs. (4.20) e (4.21), definir um parâmetro de equação de estado
efetivo como

wef ≡
pef

ρef
= −1 −

2
3

Ḣ
H2 = −1 −

2
3H

dH
d ln a

= −1 +
2(1 + z)

3H
dH
dz

. (4.24)

O principal aspecto dessas equações no contexto cosmológico é que os termos de curvatura
que surgem na ação (4.1) estão todos contidos em ρcurv e pcurv. Portanto, esses termos fazem
nas teorias f (R) o mesmo papel que a energia escura realiza no contexto da Relatividade
Geral (Sotiriou & Faraoni 2010). É importante frisar que, embora esta representação das mod-
ificações na gravidade por um “fluido de curvatura” descrito pela Eq. (4.22) possa facilitar a
comparação com modelos de energia escura, os termos extras destas modificações possuem
uma origem geométrica e uma interpretação neste sentido deve ser realizada mesmo quando
modelos de f (R) e de energia escura aparentam ser indistinguíveis em certos regimes de cur-
vatura.

4.2. O formalismo de Palatini

No formalismo de Palatini†, a métrica e a conexão são consideradas variáveis independentes
entre si e a variação deve ser tomada com relação a ambas, com a suposição de que a ação da
matéria não depende da conexão. Uma vantagem do formalismo de Palatini sobre o formal-
ismo métrico é que as equações de campo do primeiro formalismo são de segunda ordem na
métrica, enquanto que no último elas são de quarta ordem. Além disto, como veremos adiante,
o formalismo de Palatini nos leva às equações de campo de Einstein mais diretamente do que
no formalismo métrico para uma teoria que é linear em R.

Antes de obtermos as equações de campo no formalismo de Palatini, faremos algumas con-
siderações para mostrarmos mais algumas diferenças entre este formalismo e o métrico. Antes
de tudo, devemos enfatizar que a conexão nesta formulação não é definida a priori, mas é as-
sumida como sendo simétrica. A conexão também não é mais dependente da métrica e, como

† Segundo (Ferraris et al. 1982) foi Einstein e não Palatini que o introduziu.
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consequência disto, embora a ação generalizada para os dois formalismos seja essencialmente
a mesma, o mesmo não ocorre para os tensores de Riemann e de Ricci — e, consequentemente,
para o escalar de Ricci. Isto se deve ao fato de que, no formalismo de Palatini, essas mesmas
quantidades são construídas a partir da conexão independente. Nós iremos, portanto, escrever o
tensor de Ricci formado a partir da conexão independente com o símbolo Rµν, para diferenciá-lo
do tensor de Ricci Rµν utilizado no formalismo métrico (daí surge o motivo de colocarmos os
índices “mét” e “Pal” nas ações (4.1) e (4.25), respectivamente). Da mesma forma, expressare-
mos o escalar de Ricci no formalismo de Palatini por R = gµνRµν ao invés de R. Portanto, para
o formalismo de Palatini, iremos utilizar a seguinte ação:

S Pal = S f + S m(gµν,ψ) =
1
2κ

∫
d4x
√
−g f (R) +

∫
d4x
√
−gLm(gµν,ψ) . (4.25)

O formalismo de Palatini está baseado na suposição de que a ação da matéria S m depende
apenas da métrica e dos campos de matéria, mas não das conexões independentes. Uma con-
sequência desta suposição é que a conexão independente Γ̂αµν não mais define a derivada co-
variante ou o transporte paralelo. Neste caso, a conexão que define a derivada covariante é a
conexão de Levi–Civita

{
α
µν

}
. Como já vimos anteriormente, outra implicação desta suposição

é que a formulação de Palatini também é considerada uma teoria métrica.

4.2.1. As equações de campo

Antes de iniciarmos o procedimento para a variação da ação (4.25), precisamos obter uma
expressão para a variação do tensor de Ricci (δRµν). Como estamos supondo que as conexões
são simétricas, pode ser mostrado que (Schrödinger 1963)

δRµν = ∇̂α(δΓ̂αµν) − ∇̂ν(δΓ̂
α
µα) , (4.26)

onde ∇̂ representa a derivada covariante construída a partir das conexões independentes, que
não são as conexões de Levi–Civita para a métrica gµν.

A variação da Lagrangiana gravitacional na ação (4.25) com relação à métrica resulta em

δ[
√
−g f (R)] = δ

√
−g f +

√
−g fRδR = −

√
−g
2

f gµν(δgµν) +
√
−g fRRµν(δgµν) +

√
−g fRgµν(δRµν) ,

(4.27)
onde utilizamos as relações (4.5) e δR = (δgµν)Rµν + gµν(δRµν). Com isto, a variação total da
ação de Palatini (4.25) é

δS Pal =
1
2κ

∫
d4x
√
−g

(
fRRµν −

f
2

gµν − κTµν

)
δgµν +

1
2κ

∫
d4x
√
−g fRgµν(δRµν) , (4.28)

Com o auxílio da Eq. (4.26), podemos escrever a segunda integral na variação (4.28) como

I ≡
∫

d4x
√
−g fRgµν(δRµν) =

∫
d4x

[√
−g fRgµν∇̂α(δΓ̂αµν) −

√
−g fRgµν∇̂ν(δΓ̂αµα)

]
, (4.29)

que, com a utilização das relações

∇̂α

[√
−g fRgµν(δΓ̂αµν)

]
=
√
−g fRgµν∇̂α(δΓ̂αµν) + ∇̂α

[√
−g fRgµν

]
(δΓ̂αµν) , (4.30)

∇̂ν

[√
−g fRgµν(δΓ̂αµα)

]
=
√
−g fRgµν∇̂ν(δΓ̂αµα) + ∇̂ν

[√
−g fRgµν

]
(δΓ̂αµα) , (4.31)
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torna-se

I =

∫
d4x

[
∇̂α

(√
−g fRgµνδΓ̂αµν

)
− ∇̂ν

(√
−g fRgµνδΓ̂αµα

)]
+

∫
d4x

[
−∇̂α

(√
−g fRgµν

)
(δΓ̂αµν) + ∇̂ν

(√
−g fRgµν

)
(δΓ̂αµα)

]
. (4.32)

Reorganizando termos e índices e utilizando δΓ̂αµα = δνα(δΓ̂αµν), obtemos

I =

∫
d4x∇̂α

[√
−g fR

(
gµνδΓ̂αµν − gµαδΓ̂βµβ

)]
+

∫
d4x

[
−∇̂α

(√
−g fRgµν

)
+ ∇̂σ

(√
−g fRgσµ

)
δνα

]
(δΓ̂αµν) , (4.33)

Pelo Teorema de Gauss, a primeira integral na Eq. (4.33) pode ser reescrita como uma in-
tegral de superfície, que é nula, pois na superfície temos δΓ̂ = 0. Quanto à segunda integral,
podemos escrevê-la na forma

∫
d4xT µν

α δΓ̂αµν, com T µν
α = −∇̂α(

√
−g fRgµν) + ∇̂σ(

√
−g fRgσµ)δνα.

Mesmo não sendo simétrico nos índices µ e ν, podemos escrever o tensor T µν
α somando as partes

simétrica e anti-simétrica nesses índices, ou seja, T µν
α = T (µν)

α + T [µν]
α , tal que

T (µν)
α = −∇̂α

(√
−g fRgµν

)
+ ∇̂σ

(√
−g fRgσ(µ

)
δν)α , (4.34)

T [µν]
α = ∇̂σ

(√
−g fRgσ[µ

)
δν]α . (4.35)

Como T [µν]
α δΓ̂αµν = 0, nos interessa apenas a parte simétrica de T µν

α . Todas estas considerações
reduzem a integral (4.33) à forma

I =

∫
d4x

[
−∇̂α

(√
−g fRgµν

)
+ ∇̂σ

(√
−g fRgσ(µ

)
δν)α

]
(δΓ̂αµν) . (4.36)

Isto nos permite então escrever a variação da ação (4.28) como

δS Pal =
1
2κ

∫
d4x
√
−g

(
fRR(µν) −

f
2

gµν − κTµν

)
δgµν

+
1
2κ

∫
d4x

[
−∇̂α

(√
−g fRgµν

)
+ ∇̂σ

(√
−g fRgσ(µ

)
δν)α

]
δΓ̂αµν . (4.37)

Podemos notar na equação acima a existência de dois termos, um que depende da variação
com relação à métrica gµν e outro que depende da variação com relação à conexão Γ̂αµν. Logo,
ao aplicarmos o princípio da mínima ação (δS Pal = 0) na Eq. (4.25), o fato de neste formalismo
considerarmos as duas quantidades como sendo independentes uma da outra nos leva então ao
seguinte conjunto de equações

fRR(µν) −
f
2

gµν = κTµν , (4.38)

−∇̂α

(√
−g fRgµν

)
+ ∇̂σ

(√
−g fRgσ(µ

)
δν)α = 0 , (4.39)

onde (4.38) é obtida através da variação de (4.37) com relação à métrica e representam as
equações de campo generalizadas de Einstein–Hilbert para o formalismo de Palatini, e (4.39)
é obtida através da variação com relação às conexões, cuja solução deve fornecer dos campos
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Γ̂αµν. O traço das Eqs. (4.39) nos permite reescrever as equações de campo em uma forma mais
compacta:

fRR(µν) −
f
2

gµν = κTµν , (4.40)

∇̂α

(√
−g fRgµν

)
= 0 . (4.41)

Observe que, para o caso linear f (R) = R, temos fR = 1 e a Eq. (4.41) torna-se a definição
da conexão de Levi–Civita para a conexão inicialmente independente Γ̂αµν, levando com isso
a Rµν = Rµν e R = R. Neste caso, as equações de campo (4.40) se reduzem às da Relatividade
Geral, como já era de se esperar.

Vamos analisar as características das Eqs. (4.40) e (4.41) separadamente. Tomando o traço
das Eqs. (4.40) nós obtemos

fRR − 2 f = κT , (4.42)

que pode ser resolvida algebricamente para R = R(T ) dada uma função f (R). Podemos ver
que, para os campos de matéria com T = 0 (incluindo também campos eletromagnéticos e a
radiação), R é constante e raiz da equação

fRR − 2 f = 0 . (4.43)

Consequentemente f (R) e fR(R) também serão constantes e a teoria se reduzirá à RG com
uma constante cosmológica e um acoplamento gravitacional constante dado por G/ fR. Neste
caso, podemos comparar a equação do traço das equações de campo da RG com constante
cosmológica, R = −κT + 4Λ, com a Eq. (4.42) e utilizar a Eq. (4.43) para mostrar que o valor
da constante cosmológica é (Sotiriou & Faraoni 2010)

1
2

(
RT=0 −

f (RT=0)
fR(RT=0)

)
=
RT=0

4
, (4.44)

onde RT=0 = R(T = 0). Ferraris et al. (1994) mostraram que para os casos em que a Eq. (4.43)
não possui raiz, as equações de campo (4.40) e (4.41) não são consistentes. Portanto, escolhas
de funções f (R) que levam a esse comportamento devem ser evitadas.

Com relação à Eq. (4.41), ela é a definição da conexão de Levi–Civita para uma nova métrica
hµν através da transformação conforme

hµν = fRgµν , (4.45)

podendo, portanto, ser reescrita como

∇̂α

(√
−hhµν

)
= 0 . (4.46)

Escrita em termos da nova métrica, a conexão Γ̂αµν é dada por

Γ̂αµν =
1
2

hαβ
(
hβν,µ + hµβ,ν − hµν,β

)
, (4.47)

enquanto que, em termos da métrica gµν temos pela Eq. (4.45)

Γ̂αµν =
{
α
µν

}
+

1
2 fR

(
δαµ∂ν fR + δαν∂µ fR + gµνgαβ∂β fR

)
, (4.48)
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onde
{
α
µν

}
são as conexões de Levi–Civita para a métrica gµν, dadas pela Eq. (2.3). Pode ser

mostrado então que, em termos desta conexão, o tensor de Riemann generalizado pode ser
escrito como (Vollick 2003)

Rα
µνβ(Γ̂) = Γ̂αµν,β − Γ̂αµβ,ν + Γ̂αβσΓ̂σµν − Γ̂ανσΓ̂σµβ . (4.49)

Deste modo, o tensor de Ricci pode ser obtido a partir do tensor de Riemann acima utilizando a
definição (2.5).

Uma consequência útil dessas relações é que as equações de campo no formalismo de Palatini
podem ser reduzidas a apenas uma, a Eq. (4.40). Como a Eq. (4.42) pode ser resolvida para
R = R(T ) e a Eq. (4.48) nos fornece Γ̂αµν em termos de R e gµν, nós podemos eliminar a conexão
independente das equações de campo e expressá-las apenas em função da métrica e dos campos
de matéria. Outra consequência é que os termos em (4.48) envolvendo fR podem ser expressos
como derivadas de T . Uma vez que T contém apenas a métrica e não suas derivadas, a conexão
envolverá somente as primeiras derivadas da métrica, de modo que as equações de campo (4.40)
serão de segunda ordem na métrica gµν.

Assim como fizemos para o formalismo métrico, também podemos reescrever as equações
de campo (4.40) em uma forma semelhante às equações de Einstein (2.14) (Sotiriou & Faraoni
2010), com o tensor de Einstein, calculado com a métrica gµν, dado por

Gµν = κefTµν −
gµν
2

(
R −

f
fR

)
+

1
fR

(
∇µ∇ν − gµν2

)
fR

−
3

2( fR)2

[
∇µ fR∇ν fR −

gµν
2

(∇ fR)2
]
. (4.50)

onde, assim como na Eq. (4.11), a quantidade κef ≡ κ/ fR é o acoplamento gravitacional efetivo
da teoria. Para obtermos a expressão (4.50) é necessário expressarmos a relação entre o tensor
de Ricci generalizado Rµν e o tensor de Ricci dependente da métrica gµν. É possível demonstrar
que (Oliveira 2010)

Rµν = Rµν +
3∇µ fR∇ν fR

2( fR)2 −
1
fR

[
∇µ∇ν +

1
2

gµν2
]

fR , (4.51)

onde as derivadas covariantes ∇µ devem agora ser efetuadas com a conexão métrica de Levi–
Civita. O traço desta equação fornece

R = R +
3∇µ fR∇µ fR

2( fR)2 −
32 fR

fR
. (4.52)

Observe que R não é o escalar de Ricci de hµν, uma vez que a métrica utilizada para a contração
de Rµν foi gµν. Note ainda que ambos os lados da Eq. (4.50) dependem apenas da métrica e dos
campos de matéria, o que faz com as equações de campo para esta teoria sejam expressas na
forma da RG, mas com o lado da fonte (o lado direito) modificado e que inclui derivadas do
tensor energia-momento, dado que fR é, na prática, uma função implícita de T .

4.2.2. Equivalência com a teoria de Brans–Dicke

Teorias f (R) no formalismo de Palatini também podem ser reformuladas como uma teoria de
Brans–Dicke (Flanagan 2004a, Olmo 2005, Sotiriou 2006b). Para examinarmos a equivalência
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entre as teorias f (R) no formalismo de Palatini com as teorias de Brans–Dicke, é importante
lembrar que as conexões utilizadas neste formalismo são as conexões de Levi–Civita para a
métrica hµν = fRgµν. Deste modo, fR pode ser interpretado como sendo o novo campo escalar φ,
de forma que hµν = φgµν.

Após isso, podemos utilizar a expressão (4.52) para expressarmos R em termos de R e φ, ou
seja,

R = R +
3∇µφ∇µφ

2φ2 −
32φ
φ

. (4.53)

Agora vamos utilizar a Eq. (4.14) no contexto do formalismo de Palatini, isto é, R→ R. Então,
inserindo a Eq. (4.53) em (4.14) e desprezando a divergência total, obtemos (Sotiriou & Faraoni
2010)

S Pal =
1
2κ

∫
d4x
√
−g

[
φR +

3
2φ

gµν∂µφ∂νφ − U(φ) +Lm(gµν,ψ)
]
. (4.54)

Como a Lagrangiana da matéria não possui dependência com a conexão Γ̂αµν, concluímos
que esta ação é matematicamente equivalente à ação (3.22), com parâmetro de Brans–Dicke
ωBD = −3/2.

4.2.3. Dinâmica cósmica

Para obtermos as equações que governam a dinâmica cosmológica no formalismo de Palatini
iremos fazer as mesmas suposições consideradas para o formalismo métrico na seção 4.1.3, ou
seja, métrica FLRW plana dada pela Eq. (2.31), tensor energia-momento para um fluido per-
feito (2.8), fR > 0 e fRR > 0. Com estes pressupostos, nós podemos obter as componentes do
tensor de Ricci generalizado Rµν em termos das componentes do tensor de Ricci Rµν associ-
ado com a métrica gµν utilizando a relação (4.51). Isto nos fornece a equação de Friedmann
generalizada (veja, por exemplo, Sotiriou & Faraoni 2010)(

H +
1
2

fRR
fR
Ṙ

)2

=
1

6 fR

[
κ (ρ + 3p) + f

]
. (4.55)

Sabemos que o traço do tensor energia-momento dado pela Eq. (2.11) não contém termos
relacionados com a radiação, pois pr = ρr/3, tal que T (r) = 0. Portanto, como ρ = ρm + ρr e
p = pm + pr, a Eq. (4.42) fornece diretamente uma relação algebrica entre R e a densidade de
energia da matéria. Esta relação é dada por

fRR − 2 f = −κρm . (4.56)

Combinando a derivada temporal desta equação com a conservação de energia (2.58) nós obte-
mos

Ṙ =
3κHρm

fRRR − fR
. (4.57)

Finalmente, substituindo a Eq. (4.57) na Eq. (4.55) nós temos

H2 =
κρm + 2κρr + f

6 fRξ2 , (4.58)
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onde

ξ ≡ 1 +
3
2

fRR
fR

κρm

fRRR − fR
. (4.59)

Note que as equações de Friedmann usuais para k = 0 serão completamente recuperadas a partir
das expressões acima se f for linear em R. Além disso, podemos notar que a Eq. (4.58) é, na
verdade, a equação de Friedmann usual com uma fonte modificada, onde a forma funcional
de f (R) irá determinar como a dinâmica irá ser afetada por esta modificação. Neste ponto,
é importante enfatizar que com as Eqs. (4.42), (4.58) e (4.59) é possível, dada uma forma
funcional para f (R), determinar uma história cósmica e, simultaneamente, compará-la com as
observações astrofísicas e cosmológicas à disposição.

Um particular interesse tem sido focado sobre modelos de f (R) contendo potências de R. De
fato, Vollick (2003) investigou o modelo f (R) = R − α2/R no formalismo de Palatini e mostrou
que este nos leva a uma expansão do tipo de Sitter na medida em que a densidade vai a zero. Este
resultado forneceu uma evidência em favor dos modelos tipo 1/R na explicação da aceleração
cósmica. Para coincidir com observações da história da expansão, o parâmetro α deve ser da
ordem de ∼ 10−67 eV2 (ou ∼ 10−53 m−2). Em regimes na qual κρ � α, a Eq. (4.58) se reduz com
boa precisão à equação de Friedmann usual, o que pode ser verificado substituindo este modelo
de f (R) na Eq. (4.58).

Alguns modelos mais gerais baseados em potências positivas (já que pode-se pensar na
função f (R) como uma expansão em série) de R também têm sido considerados na literatura
(Meng & Wang 2004c,d, 2005, Sotiriou 2006a,d). No entanto, ao contrário do que acontece no
formalismo métrico para estes modelos, pode ser mostrado que tais termos não nos levam à uma
fenomenologia cosmologicamente viável. Eles não podem, por exemplo, conduzir a inflação,
devido à inexistência no formalismo de Palatini de uma dinâmica extra em comparação com a
RG (Meng & Wang 2004d, Sotiriou 2006a). Adicionalmente, Pires et al. (2010) investigaram
cosmograficamente o comportamento de modelos f (R) tipo lei-potência e concluíram que mod-
elos com potências positivas de R levam a uma história da expansão inviável (ver capítulo 7).

4.3. O formalismo métrico-afim

Outra abordagem às teorias f (R) é o chamado formalismo métrico-afim (Hehl & Kerlick 1978,
Capozziello et al. 2007, Sotiriou 2007, Sotiriou & Liberati 2007). Neste formalismo, assim
como no de Palatini, a métrica e a conexão são independentes entre si. No entanto, diferente-
mente dos formalismos métrico e de Palatini, a ação da matéria pode depender tanto da métrica
como, também, da conexão. A ação para este formalismo pode ser escrita na forma (Sotiriou
2007)

S mét-afim =
1
2κ

∫
d4x
√
−g f (R) +

∫
d4x
√
−gLm(gµν,Γ̂αµν,ψ) . (4.60)

Assim como no formalismo de Palatini, o tensor de Ricci Rµν depende apenas da conexão.
Este formalismo pode, portanto, ser considerado como sendo mais geral que o procedimento de
Palatini, reduzindo-se a este último tão logo a dependência da ação da matéria com a conexão
deixe de existir.
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Uma vez que a conexão é independente da métrica, é possível definir a quantidade

∆ µν
α ≡

−2
√
−g

δLm

δΓ̂αµν
, (4.61)

que é o chamado hipermomento (Hehl & Kerlick 1978) e representa a variação da ação da
matéria com relação à conexão e faz o papel da definição do tensor energia-momento (Sotiriou
& Faraoni 2010). Teorias f (R) no formalismo de Palatini são casos particulares das teorias f (R)
no formalismo métrico-afim com ∆

µν
α = 0. A suposição usual de que a conexão é simétrica

não é mais considerada neste formalismo, motivando a definição da quantidade anti-simétrica
chamada tensor torsão de Cartan, S α

µν = Γ̂α[µν], que não necessariamente é nulo, o que possi-
bilita a existência de torsão na teoria.

Note que, por permitir que a matéria esteja acoplada a outros campos que não apenas a
métrica, teorias f (R) neste formalismo não constituem teorias métricas e não possuem uma
representação na teoria de Brans–Dicke. Além disso, o formalismo métrico-afim não tem sido
investigado tão intensivamente quanto os formalismo métrico e de Palatini. Ele não será abor-
dado nesta tese. Existem, no entanto, análises extensivas desta formulação na literatura (veja,
por exemplo, Sotiriou & Liberati 2007, Sotiriou & Faraoni 2010).

4.4. Os frames de Jordan e de Einstein

As modificações na ação de Einstein–Hilbert realizadas até aqui nos levaram a equações de
campo bastante distintas das fornecidas pela RG. Existe, no entanto, a possibilidade de se tra-
balhar com as quantidades geométricas de forma que a ação e as equações de campo sejam
semelhantes às da teoria de Einstein. Isto pode ser realizado através de dois passos: a realiza-
ção de uma transformação conforme na métrica gµν e a separação dos termos geométricos na
ação de forma a se recuperar uma ação do tipo Einstein–Hilbert. O preço a ser pago por esta
simplificação é o surgimento de um acoplamento não-mínimo entre os campos de matéria e a
nova métrica conforme (Barrow & Cotsakis 1988, Amendola 2000, Bean & Magueijo 2001).
Além disso, surge um novo grau de liberdade escalar que assume o papel da energia escura
e evolui de acordo com um potencial que depende da função f (R) escolhida. Se a transfor-
mação entre as duas métricas for bem definida, os resultados obtidos pelas duas descrições —
conhecidas na literatura como frames — deverão ser intrinsecamente os mesmos.

O frame no qual a forma da parte gravitacional da ação pode ser modificada e partículas
materiais livres seguem geodésicas da métrica é conhecido como frame de Jordan. Já o frame
no qual a parte gravitacional da ação tem a mesma forma da utilizada na RG e a matéria é
não-minimamente acoplada à gravidade é denominado frame de Einstein. Atualmente existem
discussões e controvérsias a respeito de qual destes dois frames é o mais físico ou o mais ade-
quado para o estudo dos problemas cosmológicos. Como em muitos trabalhos, será assumido
aqui que não existe nada de excepcional nos dois frames. Alguns até mesmo sugerem que o
número de frames conformes é infinito (Flanagan 2004b, Sotiriou et al. 2008). Esta discussão
não será, portanto, abordada nesta tese e iremos trabalhar apenas no frame de Jordan. A de-
scrição da versão de teorias f (R) no frame de Einstein e a discussão sobre a equivalência entre
os dois frames pode ser encontrada em Faraoni & Nadeau (2007) e Pogosian & Silvestri (2008).
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4.5. Dinâmica nas representações de Brans–Dicke

A representação de Brans–Dicke para as teorias f (R) no formalismo métrico revela que este
formalismo gera apenas um grau de liberdade extra em comparação com a RG. Para vermos
isto, vamos escrever as equações de campo correspondentes à ação (4.14) (Sotiriou & Faraoni
2010):

Gµν =
κ

φ
Tµν −

1
2φ

gµνU(φ) +
1
φ

(
∇µ∇νφ − gµν2φ

)
, (4.62)

R =
dU(φ)

dφ
. (4.63)

O traço de (4.62) juntamente com (4.63) fornece

32φ + 2U(φ) − φ
dU
dφ

= κT , (4.64)

que é a equação que governa a dinâmica do campo φ em função das fontes de matéria. A
ausência do termo cinético para o campo escalar na ação (4.14) ou na Eq. (4.63) não implica
que este grau de liberdade adicional não carrega dinâmica. De fato, como pode ser visto da
Eq. (4.64), φ é dinamicamente acoplado aos campos de matéria e, portanto, é um grau de liber-
dade dinâmico extra. Devemos mencionar também que a Eq. (4.63) restringe a dinâmica de φ,
levando à conclusão de que as teorias f (R) no formalismo métrico — ou, analogamente, a teoria
de Brans–Dicke com ωBD = 0 — constituem um caso diferenciado das teorias de Brans–Dicke
mais gerais (Sotiriou & Faraoni 2010).

Para o formalismo de Palatini, as equações de campo originadas da ação (4.54) são:

Gµν =
κ

φ
Tµν −

3
2φ2

(
∇µφ∇νφ −

1
2

gµν∇αφ∇αφ
)

+
1
φ

(∇µ∇νφ − gµν2φ) −
U
2φ

gµν , (4.65)

2φ =
φ

3

(
R −

dU
dφ

)
+

1
2φ
∇µφ∇µφ , (4.66)

onde, tomando o traço da Eq. (4.65) e eliminando R na Eq. (4.66) obtemos

2U − φ
dU
dφ

= κT , (4.67)

que relaciona o campo φ com as fontes de matéria. Vemos que, ao contrário do que ocorre no
caso ωBD = 0, no caso ωBD = −3/2, que corresponde a teorias f (R) no formalismo de Palatini,
o campo φ aparenta gerar dinâmica na ação (4.54) e na Eq. (4.66). Esta conclusão é, contudo,
equivocada. Como pode ser visto na Eq. (4.67), φ é algebricamente relacionado com a matéria
para este caso e, portanto, não carrega uma dinâmica intrínseca. Na verdade, podemos combinar
as equações de campo (4.65) e (4.67) para obtermos a Eq. (4.50), eliminando φ completamente.

Estes esclarecimentos nos levam à seguinte conclusão: enquanto o campo escalar φ = fR no
formalismo métrico representa um campo dinâmico, no formalismo de Palatini este campo é
não-dinâmico (Sotiriou & Faraoni 2010).

O argumento mais comum contra as teorias f (R) é baseado em sua identificação com a teo-
ria de Brans–Dicke ou teorias escalar-tensor mais gerais (Whitt 1984, Maeda 1989, Magnano
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& Sokolowski 1994). Vimos na seção 3.4.2 que testes do Sistema Solar descartam baixos
valores de ωBD. Isto indica, aparentemente, que qualquer teoria f (R) é automaticamente descar-
tada por esta restrição (Chiba 2003). No entanto, é também conhecido (Hu & Sawicki 2007,
Khoury & Weltman 2004a,b) que em regiões de alta densidade, o grau de liberdade escalar
não-minimamente acoplado fR adquire massa efetiva m fR dependente da curvatura (ou da den-
sidade de energia do ambiente local) através do já mencionado mecanismo camaleão. O limite
mencionado para o parâmetro PPN γ na seção 3.4.2 só é aplicável para valores pequenos da
massa do campo escalar, uma vez que γ só é independente da massa do campo apenas neste
regime (Wagoner 1970). Contudo, se o valor da massa efetiva do campo é alto, o parâmetro γ
é sempre da ordem da unidade (Sotiriou & Faraoni 2010). Neste caso, o campo escalar torna-
se de curto alcance, não tendo efeito em escalas do Sistema Solar. Por não possuir nenhuma
dinâmica extra em comparação à RG, estes efeitos não se aplicam ao formalismo de Palatini.
Mesmo assim, embora alguns autores demonstrem certo ceticismo a respeito da utilidade das
teorias f (R) devido sua equivalência com a teoria de Brans–Dicke, a discussão acima mostra
que, argumentos simples baseados na equivalência formal com a teoria de Brans–Dicke são
insuficientes para se fazer definições conclusivas sobre a viabilidade das teorias f (R). Além
disso, o que foi exposto nesta seção exemplifica como diferentes representações de uma mesma
teoria podem destacar algumas de suas características e ser muito útil para o entendimento da
mesma.

4.6. Critérios de viabilidade

É bem conhecido que, quando desejamos investigar a completa viabilidade de uma teoria f (R),
ela deve satisfazer certos critérios para que seja teoricamente consistente e compatível com as
observações astrofísicas e cosmológicas. Pogosian & Silvestri (2008) compilaram uma lista de
requerimentos de viabilidade que modelos f (R) devem satisfazer. Listaremos estas condições
abaixo, enfatizando os significados clássicas e quânticos.

1. fRR(R) > 0 para R � fRR. — Do ponto de vista clássico, esta condição é consequência da
exigência de um regime de altas curvaturas que seja estável. Quanticamente, isto implica
em a massa quadrática do campo escalar (ou scalaron) m2

fR
≈ f −1

RR ser positiva e assegura
que o scalaron não é um táquion, ou seja, ele não se propaga mais rápido do que a luz.

2. fR(R) > 0 para qualquer R. — Esta condição impede que a constante de Newton efetiva
Gef = G/ fR mude seu sinal. Nariai (1973) e Gurovich & Starobinsky (1979) mostraram
que se esta condição é violada, o universo se torna rapidamente não-homogêneo e aniso-
trópico. Do ponto de vista quântico, este requerimento evita que o grátivon se torne um
ghost‡ (Nunez & Solganik 2004).

3. fR(R) < 1. — Devido a confiabilidade dos resultados observacionais provenientes da nu-
cleossíntese primordial e da CMB, é desejável que as teorias f (R) se comportem como o
modelo ΛCDMem altos redshifts (ou em regimes de altas curvaturas), o que implica em

‡ Um ghost é um grau de liberdade massivo cujo sinal do seu termo cinético dá origem a um estado quantizado de
norma negativa, o que para partículas físicas não é aceitável (De Felice et al. 2006).
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f (R)/R, fR → 1 quando R→ ∞, ou seja,

lim
R→∞

f (R) = R + constante . (4.68)

Adicionando este limite ao requerimento 1 encontramos que fR deve ser uma função
monotonicamente crescente de R, cujo valor colapsa em 1.

4. | fR(R) − 1| deve ser pequeno no universo recente. — Esta exigência só é necessária se o
objetivo for investigar apenas os efeitos da teoria em escala solar e galáctica, sem estudar
as consequências cosmológicas. Ela pode ser escrita como

lim
R→0

f (R) = R . (4.69)

Esta condição assegura que uma pequena diferença no valor do campo escalar entre
os regimes de alta densidade no centro galáctico e de baixa densidade na periferia da
galáxia (Hu & Sawicki 2007). Khoury & Weltman (2004a) mostraram que a diferença
entre estes valores é a responsável pela chamada “quinta força” atuando sobre objetos
na vizinhança da galáxia. Assumindo que o processo de formação de galáxias em teo-
rias f (R) é semelhante ao que ocorre na RG, Hu & Sawicki (2007) sugeriram que o valor
atual de | fR − 1| não deve ser maior do que 10−6. É necessário, no entanto, uma inves-
tigação mais completa do processo de formação de galáxias em f (R) para limites mais
restritivos serem obtidos.

É importante esclarecer aqui a diferença de notação dos diversos modelos de f (R) existentes
na literatura. Em muitos casos, o leitor encontrará uma modificação na ação de Einstein–Hilbert
do tipo R→ R + f (R), ao invés da adotada nesta tese, em que R→ f (R). As condições de via-
bilidade e também as próprias equações de movimento da teoria irão ser diferentes dependendo
da notação escolhida. No entanto, é direta a conversão entre uma notação e outra e o significado
das condições listadas acima é o mesmo em ambas.

Sob um ponto de vista mais fenomenológico, Sotiriou & Faraoni (2010) elaboraram critérios
adicionais que modelos f (R) devem satisfazer para serem teoricamente consistentes e com-
patíveis com os experimentos astrofísicos e as observações cosmológicas. Um dos critérios
a ser satisfeito é que qualquer modelo f (R) deve gerar perturbações cosmológicas compatíveis
com os vínculos cosmológicos da CMB, estruturas de grande escala, e da nucleossíntese primor-
dial. As equações para as perturbações de densidade de matéria foram derivadas no formalismo
de Palatini por Koivisto & Kurki-Suonio (2006). A evolução das perturbações cosmológicas é
sensível à teoria gravidade adotada e constitui uma possível ferramenta para discriminar entre
energia escura e gravidade modificada. Tanto a dinâmica das perturbações cosmológicas quanto
a assinatura que elas deixam na CMB e em aglomerados de galáxias são afetadas pela mudança
na teoria da gravidade (Knox et al. 2006, Koyama & Maartens 2006, Li & Chu 2006, Shirata
et al. 2005, Skordis et al. 2006, Stabenau & Jain 2006, White & Kochanek 2001). Isto originou
vários esforços para se vincular a gravidade f (R) com dados da CMB (Amendola & Tsujikawa
2008, Carloni et al. 2008, Li & Barrow 2007, Pogosian & Silvestri 2008, Tsujikawa 2008, Wei
& Zhang 2008). Embora a maioria destes trabalhos estejam restritos a escolhas particulares do
modelo f (R), alguns poucos resultados mais gerais também foram obtidos. De fato, a condição
1 de Pogosian & Silvestri (2008) já havia sido proposta por Song et al. (2007), que mostrou que
tal requerimento assegura a estabilidade das perturbações escalares.
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Outro critério que serve de teste para modelos f (R) que tentam explicar a aceleração cósmica
é que tais modelos devem descrever a dinâmica cosmológica correta. Basicamente, estes mod-
elos devem predizer a sequência padrão das eras cosmológicas: a era dominada pela radiação,
a dominada pela matéria e a aceleração atual. Neste sentido, ainda existe um grande debate
na literatura acerca da viabilidade dos formalismos métrico e de Palatini e um desfecho ainda
parece distante. Por exemplo, um dos debates mais populares diz respeito a modelos do tipo
lei-de-potência f (R) = R − β/Rn. Investigando à luz do formalismo métrico, Amendola et al.
(2007b) concluíram que este modelo não prevê uma história da expansão correta. A viabilidade
cosmológica deste modelo no formalismo de Palatini será discutida no capítulo 7.

Diversos trabalhos corroboram a ideia de que no formalismo de Palatini é possível se obter
a história cosmológica padrão, tanto do ponto de vista teórico (Meng & Wang 2004b, Nojiri
& Odintsov 2004, Olmo & Komp 2004, Olmo 2005, Allemandi et al. 2006, Capozziello et al.
2006a, Koivisto & Kurki-Suonio 2006, Li & Chu 2006, Sotiriou 2006a,d), quanto do ponto de
vista observacional (Amarzguioui et al. 2006). No entanto, a despeito destes esforços, é con-
senso que a dinâmica cosmológica de modelos f (R) baseados no formalismo de Palatini ainda
não é totalmente compreendida (Fay et al. 2007). De fato, a maioria dos vínculos observacionais
existentes na literatura se concentram em modelos semelhantes à forma f (R) = R − β/Rn. Nesta
linha de raciocínio, investigações da história da expansão cósmica utilizando outros modelos no
formalismo de Palatini poderão revelar algumas informações a respeito da viabilidade observa-
cional deste formalismo. Um exemplo disto foi demonstrado por Carvalho et al. (2008), Santos
et al. (2008), Pires et al. (2010), na qual a presença das três fases da evolução cósmica permi-
tiu a distinção do modelo lei-de-potência no formalismo de Palatini do seu correspondente no
formalismo métrico, investigado por Amendola et al. (2007b).

Para resumir esta discussão, podemos dizer que para serem viáveis cosmologicamente, os
modelos f (R) devem descrever a dinâmica cosmológica correta, exibir o comportamento cor-
reto das perturbações gravitacionais, e gerar perturbações cosmológicas compatíveis com os
vínculos cosmológicos da CMB, de estruturas de grande escala e da nucleossíntese primordial.
Este requerimentos são independentes entre si e devem ser investigados separadamente. Para
uma teoria f (R) ser completamente viável, todos eles devem ser satisfeitos. É importante en-
fatizar, no entanto, que não temos por objetivo nesta tese investigar a completa viabilidade do
formalismo de Palatini e não iremos tratar das questões de viabilidade relacionadas com as per-
turbações e formação de estruturas. Iremos nos focar apenas na história da expansão cósmica
que alguns modelos f (R) no formalismo de Palatini predizem e sua compatibilidade com as
observações atuais.

4.7. Problemas no formalismo de Palatini

Antes de iniciarmos a discussão sobre a viabilidade de alguns modelos f (R) nos próximos
capítulos, vamos fazer mais algumas considerações sobre o formalismo de Palatini. Um ponto
positivo deste formalismo é que as equações de campo de segunda ordem na métrica não sofre
com a instabilidade de Dolgov-Kawasaki associada com o sinal negativo de fRR (Sotiriou 2007).
Para entendermos como este tipo de instabilidade pode ocorrer no formalismo métrico, vamos
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seguir Sotiriou (2009) e parametrizar desvios da RG como

f (R) = R + εϕ(R) , (4.70)

onde ϕ é uma função adimensional e o valor do parâmetro ε tem dimensões de massa ao
quadrado e deve ser muito pequeno, o que é necessário para as teorias consideradas aqui re-
produzirem a dinâmica cosmológica correta. Substituindo a forma funcional acima na Eq. (4.9)
nós obtemos

2R +
ϕRRR

ϕRR
∇αR∇αR +

εϕR − 1
3εϕRR

R =
κT

3εϕRR
+

2ϕ
3ϕRR

, (4.71)

onde assumimos ϕRR , 0. Vamos agora aproximar localmente a métrica e a curvatura em uma
pequena região do espaço-tempo, ou seja,

gµν = ηµν + hµν (4.72)

R = −κT + R1 (4.73)

(4.74)

onde a métrica ηµν é a métrica de Minkowski e a perturbação na curvatura obedece a condição
|R1/κT | � 1. Nesta aproximação, considerando apenas a primeira ordem em R1, a Eq. (4.71)
fornece

R̈1 − ∇
2R1 −

2κϕRRR

ϕRR
Ṫ Ṙ1 +

2κϕRRR

ϕRR
grad(T ) · grad(R1) +

1
3ϕRR

(
1
ε
− ϕR

)
R1

= κT̈ − κ∇2T −
κTϕR + 2ϕ

3ϕRR
, (4.75)

onde grad() e ∇2 representam o gradiente e o Laplaciano no espaço Euclidiano tridimensional,
respectivamente. A função ϕ(R) e suas derivadas são calculadas em R = −κT . O coeficiente do
último termo do lado esquerdo é uma massa efetiva ao quadrado. Devido ao pequeno valor de
ε, esta massa é dominada pelo termo 1/(3εϕRR). Com isto, o modo escalar R1 da teoria será
estável se sua massa efetiva for positiva, ou seja, ϕRR = fRR > 0, e instável se ϕRR = fRR < 0.
Esta instabilidade pode ser considerada como uma instabilidade no setor de gravidade (Faraoni
2006). Por aparecer nas equações que governam a dinâmica do escalar de curvatura, ela também
é conhecida como instabilidade do escalar de curvatura.

No caso do formalismo de Palatini, nós podemos ver que, como a Eq. (4.42) fornece uma
relação algébrica entre R e T , se invertermos a relação (4.52) e expressarmos o escalar de Ricci
R em função do escalar de Ricci generalizadoR iremos notar que o escalar de Ricci R da métrica
gµν pode ser expresso diretamente em função do traço do tensor energia-momento T , o que
indica que ele não carrega nenhuma dinâmica. Com isto, nenhuma instabilidade pode ocorrer
neste formalismo. De fato, a instabilidade de Dolgov-Kawasaki está estritamente relacionada
com o grau de liberdade escalar extra do formalismo métrico.

Embora possua esta vantagem em comparação com o formalismo métrico, o formalismo de
Palatini não está livre de problemas. Flanagan (2004a,b) demonstrou que, se a energia escura
e a matéria não-relativística são fortemente acopladas, surgem correções não-perturbativas na
ação da matéria, o que leva este formalismo a um conflito com o modelo padrão da física de
partículas. Este acoplamento também implica na incompatibilidade entre modelos de aceleração
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baseados no formalismo de Palatini e as observações de estrutura de grande escala, sendo que
a solução para este problema é garantir que o desvio entre o modelo f (R) neste formalismo e o
modelo ΛCDM seja pequeno (Li & Chu 2006, Tsujikawa et al. 2008).

Existe também uma quantidade significatia de trabalhos sobre o limite Newtoniano de teo-
rias f (R) no formalismo de Palatini (veja, por exemplo, Olmo 2005). Dominguez & Barraco
(2004) argumentaram que modelos f (R) com uma singularidade de ordem n§ em R = 0 e com
fRR(R0) , 0 (onde R0 é o escalar de Ricci no background) não fornecem o limite Newtoniano
correto. No entanto, este resultado contrasta com o obtido por Meng & Wang (2004a), na qual
o limite Newtoniano é sempre possível neste formalismo, o que também está de acordo com os
argumentos de Sotiriou (2006c), que investigou modelos do tipo lei-de-potência e concluiu que
o limite Newtoniano é obtido desde que os coeficientes das potências de R sejam pequenos.

Além dos problemas mencionados acima, a natureza não-dinâmica do campo escalar tam-
bém é fonte de mais deficiências da formulação de Palatini. Em particular, foi mostrado por Ba-
rausse et al. (2008a,b) que esta natureza do campo escalar pode levar a uma divergência no
escalar de Ricci na superfície de um objeto compacto estático e esfericamente simétrico com
equação de estado politrópica p = cρΓ

0 e 3/2 < Γ < 2 (onde p é a pressão e ρ0 é a densidade
de massa de repouso). Este problema está está relacionado com a natureza algébrica da re-
lação (4.42) (De Felice & Tsujikawa 2010a). Além disso, Barausse et al. (2008a) argumentam
que o surgimento desta singularidade não se restringe a um modelo específico de f (R). Existem,
contudo, estudos que contestam as afirmações acima. Kainulainen et al. (2007) e Olmo (2008),
por exemplo, reexaminaram este problema e concluíram que estas singularidades podem ter
origem nas particularidades da equação de estado politrópica (por exemplo, seu regime natural
de validade) e no modelo f (R) escolhido. Por fim, também é conhecido que no formalismo de
Palatini o problema do valor inicial, ou problema de Cauchy (Wald 1984), não é bem formulado
devido à presença de derivadas de alta ordem dos campos de matéria nas equações de campo da
teoria (Lanahan-Tremblay & Faraoni 2007). Os estudos de Capozziello & Vignolo (2009a,b)
e Olmo & Sanchis-Alepuz (2011), no entanto, contrariam estas descobertas e advogam que este
tema ainda necessita de muita investigação.

Todos os problemas mencionados acima evidenciam o amplo debate a respeito da viabilidade
das teorias f (R) no formalismo de Palatini. Eles também sinalizam que qualquer investigação
que faça uso deste formalismo certamente ajudará a clarificar as questões expostas aqui. Elas,
por enquanto, permanecem em aberto.

4.8. Sumário

Neste capítulo realizamos uma breve revisão das teorias f (R). Procuramos enfatizar os aspectos
mais gerais desta classe de teorias no contexto dos formalismos variacionais métrico e de Pala-
tini. Também apresentamos os problemas e as consequências do formalismo de Palatini, uma
vez que a viabilidade deste formalismo no cenário cosmológico é o foco central desta tese. Este
capítulo finaliza a primeira parte deste texto, cuja a proposta foi inserir as motivações e os con-
ceitos teóricos necessários ao entendimento dos trabalhos realizados. A próxima parte trata dos
§ n ∈ N.



4.8. SUMÁRIO 65

aspectos relacionados aos testes de viabilidade realizados em nossos trabalhos. Diante disto,
nos próximos capítulos introduziremos os modelos f (R) estudados e discutiremos os resultados
de nossa investigação observacional desses modelos no formalismo de Palatini.
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5 Consequências cosmológicas de gravi-
dade f (R) exponencial

Resumo: Um modelo cosmológico a partir de
uma gravidade f (R) exponencial é introduzido. Al-
gumas de suas consequências observacionais são
apresentadas. Os resultados de nossas análises so-
bre a viabilidade deste modelo no formalismo de
Palatini são discutidos.

5.1. O modelo

A possibilidade da aceleração cósmica atual ser explicada pelas teorias f (R) foi primeiro sug-
erida no formalismo métrico por Capozziello (2002). Após isto, diversos modelos que satis-
fazem as condições de viabilidade descritas na seção 4.6 têm surgido como alternativas viáveis
à energia escura (Amendola et al. 2007a, Amendola & Tsujikawa 2008, Appleby & Battye
2007, Hu & Sawicki 2007, Li & Barrow 2007, Starobinsky 2007, Tsujikawa 2008).

Com o objetivo de investigar as previsões de teorias f (R) sobre o efeito Sachs–Wolfe Inte-
grado (ISW), Zhang (2006) introduziu o modelo

f (R) = R − λ1H2
0e−R/λ2H2

0 , (5.1)

onde λ1,2 são constantes adimensionais positivas. Para este modelo, um efeito Sachs–Wolfe
detectável pode ser reproduzido em z & 3. Desde então, tem havido um crescente interesse na
classe de modelos de gravidade f (R) semelhantes à Eq. (5.1) (ver, por exemplo, Cognola et al.
(2008), Linder (2009), Bamba et al. (2010), Yang et al. (2010) e referências lá contidas).

Mais tarde, Cognola et al. (2008) estudou formas funcionais que tornam-se uma constante
cosmológica a partir de um determinado valor do escalar de Ricci. Uma das formas investigadas
possuia um comportamento exponencial do tipo

f (R) = R + α(e−bR − 1) (5.2)

69
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Figura 5.1.: Evolução da equação de estado relacionada com a modificação na gravidade para o modelo
exponencial. As curvas correspondem aos pares (β,Ωm0) = (2; 0,274), (β,Ωm0) = (3; 0,276)
e (β,Ωm0) = (4; 0,276). Figura reproduzida de Yang et al. (2010).

que possui o caso ΛCDM ( f → R + constante) como limite assintótico para altos valores de R.
Quando R→ 0, a constante cosmológica é suprimida. Algumas condições de viabilidade desta
classe de modelos foram investigadas por Bamba et al. (2010).

Recentemente, Linder (2009) propôs a seguinte forma funcional:

f (R) = R − βRs(1 − e−R/Rs) (5.3)

Na expressão acima, β é um parâmetro livre da teoria e Rs corresponde à escala de curvatura
na qual, a partir dela, os efeitos da aceleração da expansão cósmica se tornam relevantes. Este
modelo se aproxima do caso ΛCDM à medida em que β se torna grande uma vez que, no
formalismo métrico, é possível mostrar que Rs = 6(1 −Ωm0 −Ωr0)/β, de forma que o termo
exponencial tende a zero para grandes valores de β. Esta expressão para Rs pode ser encontrada
tomando o limite assintótico da Eq. (4.15) para altos redshifts. Neste caso, o desvio deste
modelo para o caso ΛCDM é pequeno, já que neste regime (altas curvaturas) as correções devido
à curvatura são desprezíveis e a exponencial vai a zero. Com isto, a Eq. (4.15) para este modelo
se reduz à equação de Friedmann (2.76) para Ωk = 0 e com ΩΛ = (1 −Ωm0 −Ωr0) = βRs/6.

Em um trabalho recente, Yang et al. (2010) realizaram uma análise observacional do mod-
elo (5.3). A Fig. 5.1 mostra algumas curvas obtidas pelos autores para três valores de β e Ωm0.
Podemos ver que o modelo (5.3) se aproxima ligeiramente do caso ΛCDM (wDE = −1) para
β > 4. Comparando as previsões deste modelo com dados de SNs Ia, BAO e CMB, os autores
encontraram um limite inferior para β em 1,27. Não foi encontrado, contudo, qualquer limite
superior. Isto permite a compatibilidade deste modelo com o caso ΛCDM (β→ ∞). É impor-
tante notar, no entanto, que todas estas análises listadas até aqui para o modelo exponencial
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foram realizadas utilizando-se o formalismo métrico. No que segue, descreveremos nossa in-
vestigação sobre as conseqüências cosmológicas de uma teoria f (R) exponencial no formalismo
de Palatini.

5.2. Metodologia

Nós adotamos o seguinte modelo:

f (R) = R − αnH2
0

(
1 − e−R/αH2

0

)
. (5.4)

Duas equações necessárias para este estudo são a primeira e segunda derivadas da função acima
com relação ao escalar de Ricci,

fR(R) = 1 − ne−R/αH2
0 (5.5)

fRR(R) =
n

αH2
0

e−R/αH2
0 . (5.6)

Note que, a despeito da simbologia dos parâmetros, este modelo é o mesmo da Eq. (5.3), onde n
faz o papel de β e α corresponde à Rs. Observe ainda que o caso ΛCDM é o limite deste modelo
no regime R � αH2

0 . No regime R � αH2
0 , a Relatividade Geral sem constante cosmológica

é recuperada. Como já deve ter sido observado, por questão de conveniência, abandonamos a
notaçãoR para o escalar de Ricci criado a partir da conexão independente da métrica e passamos
a utilizar a notação padrão R.

Assumindo um universo homogêneo e isotrópico descrito pela métrica FLRW plana (2.31),
sabemos que a equação de Friedmann no formalismo de Palatini é dada pelas Eqs. (4.58)
e (4.59). Outra relação pertinente em nosso estudo é a equação do traço das equações de campo,
dada por (4.42). É útil reescrevermos estas equações em termos dos parâmetros de densidade.
Assim, temos

H(a) = H0

3Ωm0a−3 + 6Ωr0a−4 +
f

H2
0

6 fRξ2


1/2

, (5.7)

onde

ξ = 1 +
9
2

fRR

fR

H2
0Ωm0a−3

fRRR − fR
, (5.8)

e também
fRR − 2 f = −3H2

0Ωm0a−3 . (5.9)

Uma característica interessante do formalismo de Palatini é que, como existem duas equações
que vinculam as soluções do nosso problema (as Eqs. (5.7) e (5.9)), podemos utilizar uma delas
para eliminarmos um parâmetro do nosso modelo. De fato, se utilizarmos a Eq. (5.9) em z = 0,
poderemos escrever o parâmetro n em função dos outros parâmetros como

n =
R0 − 3H2

0Ωm0

2αH2
0(1 − e−R0/αH2

0 ) − e−R0/αH2
0 R0

, (5.10)
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com o custo adicional do surgimento de um novo parâmetro, R0, que é o valor do escalar de
Ricci em z = 0. Este novo parâmetro poderia, a princípio, ser obtido em termos dos outros
parâmetros da teoria pela substituição da Eq. (5.10) na Eq. (5.7) em z = 0. Este procedimento
nos daria, para o modelo aqui descrito, R0 em função de Ωm0 e α, fazendo restar ao problema
apenas dois parâmetros. No caso do modelo descrito aqui, este procedimento fornece uma ex-
pressão muito complicada para R0 e não foi utilizado nas análises deste modelo. No trabalho
discutido neste capítulo utilizamos todos os três parâmetros originais do modelo (5.4) no for-
malismo de Palatini (Ωm0,α,n) e o valor do escalar de Ricci a ser colocado na Eq. (5.7) para
qualquer z foi obtido diretamente da raiz da Eq. (5.9). Discutiremos mais sobre esta questão
no capítulo 6. Aqui, o surgimento da Eq. (5.10) serve para mostrar que a condição R � αH2

0

(quando o modelo se aproxima de ΛCDM) implica em altos valores de n. É importante dizer
ainda que, em nossas análises, nós impomos a positividade do acoplamento gravitacional efe-
tivo κ/ fR(R) > 0 (condição 2 da seção 4.6), evitando assim, uma anti-gravidade. Isto conduz à
restrição n < exp (R/αH2

0).
Para testarmos a viabilidade observacional deste cenário exponencial (5.4), nós realizamos

uma análise estatística de χ2, (descrita no apêndice B.1) utilizando o conjunto de SNs Ia Union2
(Amanullah et al. 2010), juntamente com 11 determinações da taxa da expansão cósmica H(z)
(Stern et al. 2010) (veja o apêndice A.2 para uma descrição desses dados). Em todas as análises
realizadas, nós fixamos o parâmetro de densidade de radiação em Ωr0 = 5 × 10−5. Com isto, o
conjunto completo de parâmetros livres para este modelo é P ≡ (Ωm0, n, α).

Com o objetivo de impor restrições quantitativas se reduz a dados de H(z) no modelo de
gravidade exponencial dado pela equação (5.4), nós minimizamos a função

χ2
H =

NH∑
i=1

[
H(teo)(zi|P) − H(obs)(zi)

]2

σ2
i

, (5.11)

onde H(teo)(zi|P) é o valor teórico do parâmetro de Hubble em zi, dado pela Eq. (5.7), e σi

é a incerteza para cada uma das NH = 11 determinações de H(obs)(zi) obtidas de Stern et al.
(2010). Em nossas análises, nós adicionamos a essa amostra de H(z) uma estimativa do valor
da constante de Hubble, H0 = 72 ± 8 km s−1 Mpc−1, fornecida pelos resultados do HST (Freed-
man et al. 2001). A partir da função χ2

H acima, nós construímos a função de probabilidade
L ∝ exp(−χ2

H/2) e derivamos os intervalos de confiança de 68,3%, 95,4% e 99,73% para os
parâmetros Ωm0, n e α.

Para o testes estatístico envolvendo SNe Ia, assim como no teste de H(z), nós estimamos o
melhor ajuste para o conjunto de parâmetros P utilizando a estatística de χ2, com

χ2
SN =

NSN∑
i=1

[
µ(teo)(zi|P) − µ(obs)(zi)

]2

σ2
i

, (5.12)

onde, para o conjunto de SNs Ia utilizado temos NSN = 557.
Finalmente, nós também realizamos uma análise combinada dos dados de H(z) e SNs Ia,

através da minimização da seguinte quantidade:

χ2
T = χ2

H + χ2
SN . (5.13)

Em todas as análises, nós realizamos uma marginalização numérica sobre a constante de Hubble
H0. Para mais detalhes acerca deste processo, veja o apêndice B.2.
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Figura 5.2.: (a) Estimativas do parâmetro de Hubble H(z) como função do redshift obtidos em Stern
et al. (2010); (b) Diagrama de Hubble para as 557 SNs Ia do conjunto Union2 (Amanullah
et al. 2010). Em ambas as figuras, as curvas correspondem aos valores de melhor ajuste dos
parâmetros do modelo exponencial no formalismo de Palatini (Ωm0, n, α), obtidos a partir
de nossas análises envolvendo dados de H(z), SNs Ia e H(z) + SNs Ia. Estes valores são
mostrados na tabela 5.1. Em (a), para efeitos de comparação, o modelo ΛCDM plano com
Ωm0 = 0,27 também é mostrado.

Tabela 5.1.: Valores de melhor ajuste e intervalos de confiança de 68,3%, 95,4% e 99,73% para os
parâmetros do modelo f (R) exponencial.

Teste Ωm0 n α χ2
r

H(z) 0,27 +0,03
−0,03

+0,07
−0,06

+0,10
−0,09 1,56 +0,41

−0,56
+0,77
−1,14

+1,13
−1,21 2,56 +0,53

−0,49
+1,09
−0,94

+1,69
−1,34 0,84

SNs Ia 0,33 +0,005
−0,003

+0,01
−0,01

+0,02
−0,02 0,60 +0,23

−0,01
+0,26
−0,02

+0,28
−0,04 1,48 +0,02

−0,01
+0,03
−0,03

+0,05
−0,04 0,97

H(z) + SNs Ia 0,32 +0,004
−0,003

+0,01
−0,01

+0,02
−0,01 0,56 +0,007

−0,003
+0,36
−0,01

+0,38
−0,02 1,56 +0,02

−0,01
+0,04
−0,03

+0,06
−0,05 0,97

5.3. Resultados e discussão

A Fig. 5.2 mostra os dados observacionais de H(z) obtidos de Stern et al. (2010) e o diagrama
de Hubble para as supernovas do Union2 (veja Amanullah et al. (2010) para mais detalhes).
Ela também mostra a evolução teórica do parâmetro de Hubble H(z) dado pela Eq. (5.7) e do
módulo de distância µ(z) dado pela Eq. (A.4) como função do redshift para os valores de melhor
ajuste de Ωm0, n, e α. Para efeitos de comparação, o modelo ΛCDM com Ωm0 = 0,27 também
é mostrado na Fig. 5.2a (linha espessa). Note que todos os modelos parecem ser capazes de
reproduzir razoavelmente bem tanto as medições de H(z) quanto as de SNs Ia. Observe também
que, por H(z) ser uma medida mais direta da teoria subjacente do que o módulo de distância
µ(z), esta medida é mais sensível à variação dos parâmetros da teoria. Isto pode ser visto na
Fig. 5.2, observando-se a discrepância entre as curvas das duas figuras.

Os intervalos de confiança de 68,3%, 95,4% e 99,73% para os parâmetros Ωm0, n e α são
mostrados na tabela 5.1. Os valores de melhor ajuste encontrados a partir da análise envolvendo
H(z) foram Ωm0 = 0,27, n = 1,56 e α = 2,56. Como esperado, devido às grandes incertezas at-
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Figura 5.3.: (a) Evolução do parâmetro de desaceleração q(z) como função do redshift para o mod-
elo de gravidade exponencial no formalismo de Palatini. Note que para algumas combi-
nações de parâmetros a aceleração cósmica é um fenômeno transiente. O modelo ΛCDM,
cuja a aceleração cósmica prevista é eterna, também é mostrado para efeito de comparação;
(b) Evolução do parâmetro da equação de estado efetiva para o mesmo modelo. Assim como
na Fig. 5.2, em ambas as figuras, as curvas correspondem aos valores de melhor ajuste de
Ωm0, n e α obtidos a partir de nossas análises envolvendo dados de H(z), SNs Ia e H(z) +

SNs Ia. Estes valores são mostrados na tabela 5.1.

uais nas medidas de H(z), podemos ver claramente que esses dados sozinhos não fornecem re-
strições para os valores de n e αmenores do que os dados de SNs Ia. Para a análise de SNs Ia, os
valores de melhor ajuste são Ωm0 = 0,33, n = 0,60 e α = 1,48 com χ2

r ≡ χ
2
mín/ν ' 0,97 (onde ν é

o número de graus de liberdade e é descrito no apêndice B.1). Note que os intervalos são agora
consideravelmente menores do que os obtidos a partir da análise de H(z) descritos acima, o que
reflete o maior poder de restrição dos dados de SNs Ia quando comparados com a amostra atual
de H(z). Os valores de melhor-ajuste para esta análise são Ωm0 = 0,32, n = 0,56 e α = 1,56 com
χ2

r ' 1. No nível de confiança de 95,4%, nós encontramos 0,31 ≤ Ωm0 ≤ 0,33, 0,55 ≤ n ≤ 0,92
e 1,53 ≤ α ≤ 1,60. Para a análise combinada H(z) + SNs Ia, os valores de melhor ajuste foram
Ωm0 = 0,32, n = 0,56 e α = 1,56 com χ2

r ' 1,0. No nível de confiança de 95,4%, nós encon-
tramos 0,31 ≤ Ωm0 ≤ 0,33, 0,55 ≤ n ≤ 0,92 e 1,53 ≤ α ≤ 1,60 (veja Tabela 5.1).

5.3.1. História cósmica

Fischler et al. (2001), Hellerman et al. (2001) e Cline (2001) apontaram um possível conflito
entre uma expansão cósmica eternamente acelerada e nosso melhor candidato para uma teoria
quântica da gravidade, ou seja, a teoria de cordas. A razão para este conflito é que a única
formulação conhecida da teoria de cordas é descrita em termos de matrizes S, as quais exigem
estados de in e out infinitamente separados e não-interagentes. Devido ao horizonte,

∆h =

∫ ∞

t0

dt
a(t)

, (5.14)
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um universo eternamente acelerado se comporta como uma “caixa” de volume finito no qual
não existem estados isolados (Halyo (2001) fornece uma discussão mais detalhada sobre este
assunto).

Como é bem conhecido, no cenário padrão ΛCDM o universo irá assintoticamente se tornar
um espaço de Sitter, que tem um horizonte de eventos cosmológico ∆h com a física confinada a
uma região finita. Neste sentido, uma característica interessante da gravidade f (R) exponencial
discutida neste trabalho é a possibilidade de uma aceleração cósmica transiente com ∆h → ∞

e, portanto, a sua compatibilidade com a restrição teórica da teoria de cordas. Para estudar este
fenômeno, vamos considerar o parâmetro de desaceleração dado pela Eq. (2.73), com H(z) dado
pela Eq. (5.7).

A Fig. 5.3a mostra a evolução de q(z) para os três conjuntos de valores de melhor ajuste
obtidos nas análises estatísticas realizadas (H(z), SNs Ia e H(z) + SNs Ia). Como pode ser
visto a partir desta figura, para algumas combinações de parâmetros, a expansão cósmica foi
desacelerada no passado, mudou para a atual fase de aceleração em z ' 1 e irá, eventualmente,
desacelerar novamente no futuro. Para estes conjuntos de parâmetros, é possível mostrar que
∆h → ∞, minizando assim o potencial conflito teórico e observacional discutido acima. Vale a
pena enfatizar que este tipo de comportamento dinâmico não é encontrado na maior parte das
cosmologias f (R) discutidas na literatura (Pires et al. 2010), sendo essencialmente uma carac-
terística dos chamados potenciais de quintessência híbrida (Carvalho et al. 2006, Alcaniz et al.
2009), algumas classes de modelos de quintessência acoplada (Costa 2010, Costa & Alcaniz
2010) e cenários de branas (Sahni & Shtanov 2000). Ainda com relação à Fig. 5.3a, observe
que as curvas para os valores encontrados em nossas análises não se aproximam da curva para
o modelo ΛCDM. Como pode ser notado, isto só ocorre em altos redshifts. Esta discrepância
pode ser explicada pelos valores de melhor ajuste da tabela 5.1, levando-se em conta a discussão
anterior sobre a Eq. (5.10).

Um outro aspecto relevante a ser discutido concerne a existência das eras cósmicas. Amen-
dola et al. (2007b) mostraram que cosmologias f (R) no formalismo métrico não podem produzir
uma era dominada pela matéria seguida por uma expansão acelerada (embora Capozziello et al.
(2006b) contrarie esta conclusão). Para verificar se este comportamento indesejável ocorre tam-
bém para o modelo exponencial no formalismo de Palatini, podemos derivar uma equação de
estado efetiva em função do redshift, da mesma forma que fizemos na seção 4.1.3, isto é,

wef = −1 +
2(1 + z)

3H
dH
dz

. (5.15)

Na Fig. 5.3b nós mostramos a evolução da equação de estado efetiva acima para os valores de
melhor ajuste mostrados na tabela 5.1. Note que, para algumas dessas combinações de parâmet-
ros (basicamente aquelas derivadas a partir dos dados de SNs Ia), o universo passou por uma
fase dominada pela matéria (wef = 0) antes de mudar para a fase de aceleração recente (wef < 0).
Em particular nós notamos que, para os valores de melhor ajuste derivados a partir da análise
conjunta H(z) + SNs Ia, parece existir uma evidência de que a aceleração cósmica está dimin-
uindo o seu ritmo, o que de alguma forma está de acordo com os resultados de Shafieloo et al.
(2009) para algumas parametrizações da energia escura. A partir dos resultados mostrados na
Fig. 5.3b, vemos claramente que as conclusões de Amendola et al. (2007b) sobre o comporta-
mento de wef na abordagem métrica parecem não se aplicar ao formalismo Palatini, pelo menos
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para a teoria de gravidade exponencial estudada aqui e nos intervalos dos parâmetros Ωm0, n e
α fornecidos por nossas análises.

5.4. Sumário

Neste capítulo nós introduzimos o modelo f (R) exponencial e investigamos suas consequên-
cias cosmológicas à luz dos dados observacionais da taxa de expansão cósmica e de SNs Ia.
No que diz respeito à evolução passada do Universo, nós mostramos que, para os melhores
ajustes encontrados para os parâmetros do modelo (Ωm0,α,n), uma era dominada pela matéria
é seguida pela fase de aceleração atual. Isto está de acordo com uma das condições de viabil-
idade apresentadas na seção 4.6, em que uma sequência definida de dominação pela radiação-
matéria-aceleração deve ocorrer. Outra característica interessante desta classe de modelos no
formalismo de Palatini é a possibilidade de uma aceleração cósmica transiente, que pode levar
o Universo a uma nova era dominada pela matéria no futuro. Este resultado particular parece
estar de acordo com as exigências atuais de teoria das cordas e da teoria M. Os resultados apre-
sentados neste capítulo representam uma contribuição original à literatura e foram publicados
por Campista et al. (2011). No próximo capítulo, investigaremos as consequências cosmológi-
cas do modelo de Hu–Sawicki no formalismo de Palatini.



6 Cosmologia de Hu–Sawicki
no formalismo de Palatini

Resumo: Um modelo cosmológico a partir da
gravidade f (R) de Hu–Sawicki no formalismo de
Palatini é introduzido. Algumas de suas consequên-
cias observacionais são apresentadas e os resulta-
dos obtidos de nossas análises sobre a viabilidade
deste modelo são apresentados.

6.1. O modelo

Vimos na seção 4.6 que uma das condições de viabilidade para um modelo f (R) ser considerado
viável é | fR − 1| ∼ 0 no Universo recente, o que implica em | fR0 − 1| ∼ 0 (com fR0 sendo o valor
de fR em z = 0). Esta condição é necessária para o sucesso de um modelo f (R) em testes do
Sistema Solar. Com esta finalidade, Hu & Sawicki (2007) propuseram o seguinte ansatz no
formalismo métrico:

f (R) = R − m2
c1

(
R

m2

)n

c2

(
R

m2

)n
+ 1

, (6.1)

onde n > 0, c1 e c2 são parâmetros adimensionais e m2 = H2
0Ωm0. Para n = 1, a equação acima

pode ser reescrita como (Schmidt et al. 2009)

f (R) = R −
2Λ

µ2

R + 1
, (6.2)

onde Λ = m2c1/2c2 and µ2 = m2/c2. No regime R >> µ2, esse modelo é praticamente indistin-
guivel do cenário ΛCDM*. Iremos, quando for pertinente, nos referir ao modelo (6.1) com a
sigla HS.

* Como mostrado em Schmidt et al. (2009), isso é equivalente a ter | fR0| ∼ 1.

77
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O sinal do segundo termo da f (R) acima (o termo de correção) foi escolhido de tal forma que,
no regime R � m2 temos fRR > 0, o que assegura a estabilidade de perturbações em altas curvat-
uras (Song et al. 2007). Este modelo foi construído para satisfazer também as condições (4.68)
e (4.69). Com isto, ele permite a existência da fenomenologia exibida em testes cosmológicos,
galácticos e do Sistema Solar.

Existem algumas características interessantes acerca deste modelo. Uma delas é que, assim
como o que ocorre para o modelo exponencial, a constante cosmológica não pode ser recuperada
a partir de escolhas particulares dos parâmetros do modelo. No entanto, no regime R � m2, o
modelo pode ser expandido em m2/R como

lim
m2/R→0

f (R) ≈ R −
c1

c2
m2 +

c1

c2
2

m2
(
m2

R

)n

, (6.3)

de forma que, para qualquer valor fixo da razão c1/c2, c1/c2
2 implica no surgimento de uma

constante cosmológica como caso limite em altas curvaturas. Outro ponto importante é que é
possível mostrar que, para valores viáveis de c1 e c2, o escalar de Ricci não decresce indefinida-
mente (Hu & Sawicki 2007). Ao invés disso, este congela em um valor fixo, levando o modelo
a mimetizar assintoticamente a constante cosmológica.

Vamos discutir um pouco mais a respeito de como este modelo se torna viável em testes
de Sistema Solar. No frame de Einstein, mencionado na seção 4.4, todas as modificações na
gravidade estão codificadas no campo escalar φ = fR, que é acoplado à matéria, introduzindo
assim, uma “quinta força” que depende da massa do campo escalar m fR . Como esta força não
é detectada em testes do Sistema Solar, nós precisamos produzir um alcance curto o suficiente
para evitar sua detecção, o que exige que o campo seja muito massivo. Por outro lado, uma
vez que o campo deve afetar a evolução do Universo como um todo, sua massa deve ser baixa
o suficiente para permitir que a quinta força atue sobre a expansão. Como já mencionamos
anteriormente nas seções 3.4.2 e 4.5, o mecanismo camaleão é fundamental para este problema
ser resolvido, uma vez que ele produz uma quinta força de curto alcance em ambientes densos,
onde os testes locais são realizados, enquanto que em densidades cosmológicas o alcance do
campo é longo e sua a massa é baixa. O modelo HS faz uso deste mecanismo, o que o torna
apto a passar em testes do Sistema Solar mesmo com um limite | fR0| < 1,1, o que está bem
acima do limite imposto pela condição 3 listada na seção 4.6.

Após o trabalho de Hu & Sawicki (2007), um número razoável de restrições cosmológicas
e astrofísicas no cenário HS no formalismo métrico foram realizadas (veja, por exemplo, Oy-
aizu et al. 2008, Martinelli 2009, Martinelli et al. 2009, Lombriser et al. 2012, Ferraro et al.
2011, Gil-Marin et al. 2011, Li et al. 2011). No entanto, há uma completa falta de estudos
sobre o mecanismo desta proposta na aproximação de Palatini. Neste capítulo, iremos propor o
ansatz HS no formalismo de Palatini, o que nos leva a equações de campo diferentes daquelas
que surgem no formalismo métrico e faz de nossa escolha uma nova teoria de gravidade. A
seguir, apresentaremos nossa metodologia para, após isso, discutirmos nossos resultados e as
consequências cosmológicas do cenário proposto.
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6.2. Metodologia

Nesta seção iremos apresentar as equações relevantes para o modelo HS (6.1) no formalismo
de Palatini. Há de se dizer, no entanto, que em nossas análises o parâmetro n = 1 se mostrou
completamente degenerado (não encontramos limites sobre ele). Deste modo, sem perda de
generalidade, iremos nos ater ao caso particular n = 1. Com isto, o modelo e suas primeira e
segunda derivadas são

fR(R) = R −
c1R

c2
R

m2 + 1
(6.4)

fR(R) = 1 −
c1(

c2
R

m2 + 1
)2 (6.5)

fRR(R) =
2c1c2(

c2
R

m2 + 1
)3 . (6.6)

Dissemos no capítulo anterior que as equações de Friedmann e do traço das equações de
campo em z = 0 permitem a eliminação de um parâmetro do nosso modelo. Lembramos que
os parâmetros originais de nossas análises são Ωm0, c1 e c2. Vamos mostrar como podemos
eliminar um destes parâmetros e facilitar nossa análise.

Em primeiro lugar, assim como para a análise do modelo exponencial, também iremos as-
sumir aqui um universo plano, homogêneo e isotrópico descrito pela métrica FLRW. Logo, as
equações de Friedmann e do traço das equações de campo são as mesmas utilizadas no capítulo
anterior (e também serão utilizadas no próximo capítulo). Com isto, as Eqs. (5.7)–(5.9) em
z = 0 tornam-se, respectivamente

6 fR0ξ
2
0 = 3Ωm0 + 6Ωr0 +

f0

H2
0

, (6.7)

ξ0 = 1 +
9
2

fRR0

fR0

H2
0Ωm0

fRR0R0 − fR0
, (6.8)

fR0R0 − 2 f0 = −3H2
0Ωm0 . (6.9)

Introduzindo as Eqs. (6.4) e (6.5) em z = 0 na Eq. (6.9) nós obtemos o parâmetro c1 em termos
de Ωm0 (através de m2), c1 e R0, ou seja,

c1 =

(
1 −

3m2

R0

) (
c2

R0
m2 + 1

)2

2c2
R0
m2 + 1

. (6.10)

Ao substituirmos esta expressão para c1 na Eq. (6.7) e resolvermos para R0, iremos o seguinte
polinômio do 11º grau:

C11

(
R0

H2
0

)11

+ C10

(
R0

H2
0

)10

+ C9

(
R0

H2
0

)9

+ · · · + C1

(
R0

H2
0

)
+ C0 = 0 , (6.11)
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onde os coeficientes Ci são dados por

C0 = −486 Ω10
m0

C1 = 162 Ω9
m0 (Ωr0 + Ωm0 − 36c2)

C2 = 81 c2 Ω8
m0 (+15Ωm016Ωr0 − 288c2 + 4)

C3 = 27 c2 Ω7
m0 (+108c2Ωm0 + 5Ωm0126c2Ωr0 + 4Ωr0 − 1296c2

2 + 48c2)

C4 = 27 c2
2 Ω6

m0 (+81c2Ωm0 + 44Ωm0108c2Ωr0 + 40Ωr0 − 648c2
2 − 72c2 − 2)

C5 = 9 c2
2 Ω5

m0 (+351c2Ωm0 + 2Ωm0372c2Ωr0 − 432c2
2 − 24c2)

C6 = 18 c3
2 Ω4

m0 (+135c2Ωm0 + 16Ωm0180c2Ωr0 + 8Ωr0 − 156c2)

C7 = 18 c4
2 Ω3

m0 (+55Ωm044Ωr0 − 144c2 + 8)

C8 = 12 c4
2 Ω2

m0 (+63c2Ωm0 + 2Ωm084c2Ωr0 − 24c2)

C9 = 12 c5
2 Ωm0 (11Ωm0 + 4Ωr0)

C10 = 24 c6
2 (3Ωm0 + 4Ωr0 − 4)

C11 = 8 c6
2 .

O problema então se resume a encontrar raízes para R0. Evidentemente irão surgir raízes com-
plexas indesejáveis que devem ser descartadas por não possuírem significado físico. De fato,
precisamos apenas de raízes reais e positivas para R0.

Após reduzirmos nosso espaço de parâmetros livres ao conjunto P ≡ (Ωm0, c2), ainda pre-
cisamos do escalar de Ricci em qualquer redshift para obtermos o parâmetro de Hubble H(z)
pela Eq. (5.7) e iniciarmos nossa comparação com os dados observacionais. Uma relação útil
para este fim surge da diferenciação da Eq. (5.9) com relação ao redshift (realizando a conversão
fator de escala-redshift (2.25)). Com isto, temos

dR
dz

= −
9H2

0Ωm0(1 + z)2

fRRR − f
. (6.12)

Esta equação diferencial pode ser resolvida utilizando-se o método de Runge–Kutta de 4ª or-
dem (para uma revisão detalhada deste método veja, por exemplo, Press et al. 1992), fixando a
condição inicial em z = 0 e utilizando os valores de R0 encontrados a partir do polinômio (6.11).

Sabemos que, independentemente do formalismo adotado, o modelo (6.4) deve satisfazer
certas condições de viabilidade. Em nossas análises realizadas para o modelo HS, incluimos
a restrição sobre a positividade do acolamento gravitacional efetivo mencionado na seção 4.6,
Gef = G/ fR > 0. Para facilitar os cálculos, vamos definir uma nova variável y ≡ R/m2. Deste
modo, a Eq. (6.5) para a derivada de f com relação à R pode ser escrita como

fR = 1 −
c1

(1 + yc2)2

= 1 −
1

(1 + yc2)2

[
(y0 − 3)

y0

(1 + y0c2)2

1 + 2y0c2

]
. (6.13)

Como a condição de positividade de Gef tem que ser válida para qualquer redshift, ela terá
que, obrigatoriamente, ser válida hoje. Com isto, por simplicidade, vamos nos ater apenas ao
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Tabela 6.1.: Soluções da condição Gef > 0 para o modelo de Hu–Sawicki.

y0 < 3 c2 < r ou c2 > s

y0 = 3 todos os valores de c2

y0 > 3 c2 < s ou c2 > r

caso z = 0. Assim, da Eq. (6.13) temos

fR0 = 1 −
1

(1 + y0c2)2

[
(y0 − 3)

y0

(1 + y0c2)2

1 + 2y0c2

]
= 1 −

[
(y0 − 3)

y0(1 + 2y0c2)

]
=

y0(1 + 2y0c2) − (y0 − 3)
y0(1 + 2y0c2)

=
3 + 2y2

0c2

y0(1 + 2y0c2)
. (6.14)

Note que para y0 = 3 (R0 = 3H0Ωm0), independentemente do valor de c2, teremos sempre
fR0 = 1. Da Eq. (6.14) obtemos dois valores importantes para c2: c2 = −3/2y2

0 e c2 = −1/2y0.
O primeiro é o que anula o numerador de fR0, ou seja, a raiz da equação fR0 = 0. O segundo é o
que anula o denominador, isto é, a singularidade de fR0. Estes dois valores serão denotados por
r e s†, respectivamente. A posição relativa desses dois valores no eixo de c2 depende do valor
de y0 = R0/(H2

0Ωm0). Teremos três possibilidades: r < s para y0 < 3, r = s para y0 = 3 e r > s
para y0 > 3.

Para analisarmos o sinal de fR0 temos que analisar o sinal da fração dada pela Eq. (6.14).
Então, para obtermos fR0 > 0 teremos dois casos:

• Caso A:
3 + 2y2

0c2 > 0⇒ c2 > R e 1 + 2y0c2 > 0⇒ c2 > s . (6.15)

Como dito acima, uma vez que a interseção desses dois conjuntos dependende do valor
de y0, as soluções para este caso serão:

y0 < 3⇒ c2 > s

y0 = 3⇒ c2 > r = s

y0 > 3⇒ c2 > r .

• Caso B:
3 + 2y2

0c2 < 0⇒ c2 < r e 1 + 2y0c2 < 0⇒ c2 < s . (6.16)

Soluções deste caso:

y0 < 3⇒ c2 < r

y0 = 3⇒ c2 < r = s

y0 > 3⇒ c2 < s .

† r para a raíz e s para singularidade.
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Figura 6.1.: Curvas de fR0 para y0 ≤ 3 (linhas tracejadas) e y0 > 3 (linhas contínuas). Note que, como
dito anteriormente, para y0 = 3, temos sempre fR0 = 1, independentemente o valor de c2.
A última curva (y0 = 32,67) foi construída a partir dos valores de melhor ajuste fornecidos
pela análise combinada CMB/BAO + fgás + H(z) + SNs Ia, mostrados na tabela 6.2.

A solução geral do problema fR0 > 0 será dada pela união dos casos A e B. Isto é mostrado na
tabela 6.1. Em termos de R0, podemos resumir os resultados desta tabela da seguinte forma:
Para a época atual, a condição Gef > 0 implica em

fR0 =
3 + 2

(
R0
m2

)2
c2

R0
m2

[
1 + 2

(
R0
m2

)
c2

] > 0 , (6.17)

que corresponde aos seguintes limites para o parâmetro c2:

c2 < −
1
2

m2

R0
ou c2 > −

3
2

(
m2

R0

)2

. (6.18)

A Fig. (6.1) mostra as curvas de fR0 para alguns valores de y0.

Para testarmos a viabilidade observacional do cenário f (R) descrito pela Eq. (6.4), nós re-
alizamos uma análise estatística de χ2 utilizando estimativas de H(z) juntamente com dados da
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relação magnitude-redshift de SNs Ia. Assim como no trabalho sobre o modelo exponencial,
nós utilizamos o conjunto de 11 determinações da taxa de expansão cósmica H(z) de Stern et al.
(2010). No entanto, o conjunto de SNs Ia utilizado neste trabalho, o Union2.1 (Suzuki et al.
2012), é uma atualização do conjunto Union2 e contém 23 eventos a mais do que este. Os dados
observacionais de H(z) e de SNs Ia estão representados nas Figs. 6.2a e 6.2b, respectivamente.
Assim como na análise apresentada no capítulo 5, nós incluímos uma componente de radiação
Ωr0 = 5 × 10−5. Como já foi mencionado, o conjunto completo de parâmetros livres para este
modelo é P ≡ (Ωm0, c2).

Para o teste com a taxa de expansão cósmica, nós estimamos os parâmetros livres P uti-
lizando a mesma estatística de χ2 do trabalho apresentado no capítulo 5, descrita pela Eq. (5.11).
O teste estatístico com a relação distância-redshift de SNs Ia foi realizado de maneira semel-
hante à utilizada no trabalho sobre o modelo exponencial. No entanto, nós seguimos Suzuki
et al. (2012) e incluimos nas análises deste trabalho os efeitos dos erros sistemáticos das medi-
das de µ(z). Portanto, para estimarmos o melhor ajuste e os erros dos parâmetros P através da
estatística de χ2, nós minizamos a seguinte função:

χ2
SN =

580∑
i=1

(µ(teo)
i − µ(obs)

i ) (C−1)i j (µ(teo)
j − µ(obs)

j ) , (6.19)

onde C é a matriz de covariança 580 × 580 dos dados de µ(z) obtida em Suzuki et al. (2012).

Em todas as análises deste trabalho, nós realizamos uma marginalização numérica sobre a
constante de Hubble H0, incluindo um prior Gaussiano de H0 = 73,8 ± 2,4 km s−1 Mpc−1 (Riess
et al. 2011).

Do mesmo modo que no trabalho sobre o modelo exponencial, nós também realizamos
uma análise combinada dos dados de H(z) e SNs Ia, através da minimização do χ2 combinado
χ2

T = χ2
H + χ2

SN para investigarmos a complementaridade dos dados utilizados.

Antes de apresentarmos nossos resultados e discussões, vamos resumir os passos descritos
no início desta seção para obtermos o parâmetro de Hubble (5.7) e compará-lo com os dados.

1. Primeiro calculamos c1 em termos de c2 e R0 a partir da Eq. (6.9);

2. Combinamos este resultado com a Eq. (6.7) para obtermos a solução para R0;

3. O valor de R0 é então utilizado como condição inicial para resolvermos a Eq. (6.12)
através do método de Runge–Kutta de 4ª ordem;

4. Finalmente, utilizamos R(z) calculado no passo anterior para obtermos a função H(z),
dada pela Eq. (5.7).

6.3. Resultados e discussão

A Fig. 6.2 mostra a evolução do parâmetro de Hubble e o módulo de distância µ(z) para alguns
valores de melhor ajuste de Ωm0 e c2 obtidos em nossas análises (veja a tabela 6.2). Para
efeito de comparação, a previsão do modelo ΛCDM com Ωm0 = 0,26 também é mostrada (linha
pontilhada).
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(a) (b)

Figura 6.2.: (a) Estimativas do parâmetro de Hubble H(z) como função do redshift obtidos em Stern
et al. (2010); (b) Diagrama de Hubble para as 580 SNs Ia do conjunto Union2.1 (Suzuki
et al. 2012). Em ambas as figuras, as curvas correspondem aos valores de melhor ajuste dos
parâmetros do modelo de Hu–Sawicki no formalismo de Palatini (Ωm0, c2), mostrados na
tabela 6.2. Para efeitos de comparação, o modelo ΛCDM plano com Ωm0 = 0,26 também é
mostrado.

Na Fig. 6.3a mostramos os contornos correspondentes a ∆χ2 = 2,3 e ∆χ2 = 6,17 no plano
Ωm0 × c2. A partir dessa análise, vemos claramente que nem as medidas isoladas de H(z) e de
SNs Ia e nem a combinação de ambos podem colocar limites muito restritivos sobre os valores
do parâmetro c2.

A Fig. 6.3b mostra os resultados obtidos quando outros dois conjuntos de observações cos-
mológicas são incluídos, a saber: 7 estimativas da razão entre a escala acústica da CMB `A e o
pico das oscilações acústicas bariônicas (BAO), obtidos por Blake et al. (2011b), e 57 medidas
da fração de massa de gás em raios-X de conjuntos de galáxias luminosas discutidas em Ettori
et al. (2009) (veja Allen et al. (2002), Lima et al. (2003), Blake et al. (2011a) para mais detalhes
sobre esses testes cosmológicos).

Podemos observar a partir da Fig. 6.3b que estes observáveis cosmológicos parecem ser
incapazes de fornecer contornos ortogonais aos mostrados na Fig. 6.3a. Se fossem capazes,
a inclusão destes observáveis nos forneceria limites mais restritivos sobre c2 a partir de uma
análise conjunta. Para esta análise conjunta, os valores de melhor ajuste são (ver tabela 6.2)
Ωm0 = 0,30 e c2 = −0,25, com χ2

r ' 1,01, que está bem próximo do nosso valor encontrado
para o modelo ΛCDM utilizando os mesmos dados, χ2

r ' 1,001. Este resultado mostra clara-
mente que os cenários HS + Palatini e ΛCDM são indistinguíveis uns dos outros no nível de
background, o que coincide com a análise realizada no formalismo métrico e discutida por Mar-
tinelli et al. (2012) (embora a história da expansão para os formalismos métrico e o de Palatini
sejam completamente diferentes). Vale ressaltar que, em nossas análises, nós consideramos
tanto valores positivos quanto negativos do parâmetro c2, de acordo com a restrição (6.17).
Note também que, para c2 = 0, o cenário cosmológico para o modelo HS (6.4) se reduz ao
modelo Einstein-de Sitter, o qual é conhecidamente descartado pelos dados atuais.
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(a) (b)

Figura 6.3.: (a) Contornos de ∆χ2 = 2,3 e ∆χ2 = 6,17 no plano Ωm0 × c2 decorrente da análise envol-
vendo dados de H(z) (verde) e SNs Ia (laranja). Contornos pretos representam a análise
conjunta envolvendo estes dois conjuntos de dados; (b) Contornos de ∆χ2 = 6,17 no plano
Ωm0 × c2 quando 7 medidas da razão CMB/BAO e 57 medidas da fração de massa de gás de
aglomerados de galáxias são adicionadas. Também indicamos a região fR0 < 0 correspon-
dente aos limites (6.18) para os valores de melhor ajuste mostrados na tabela 6.2.

6.3.1. História cósmica

Utilizamos os valores de melhor ajuste da análise combinada discutida acima, bem como os
outros mostrados na tabela 6.2, para discutirmos algumas consequências cosmológicas desta
classe de cosmologias f (R), a partir dos parâmetros de desaceleração (2.73) e do parâmetro
da equação de estado efetiva (5.15). Como pode ser visto na Fig. 6.4a, para algumas combi-
nações dos parâmetros livres deste modelo, a evolução cósmica é “bem comportada”, com uma
desaceleração cósmica no passado e uma fase de aceleração recente iniciando em z ' 1, o que
parece estar de acordo com análises cinemáticas atuais (veja, por exemplo, Pires et al. 2010,
para uma análise cosmográfica sobre o modelo lei-de-potência). Para todas as combinações de
melhor ajuste mostradas na tabela 6.2, a Fig. 6.4b mostra que o universo passou pelas últimas
três fases usuais da evolução cosmológica, ou seja, a fase dominada pela radiação (wef = 1/3), a
dominada pela matéria (wef = 0), e a fase atual de aceleração (wef < 0), o que também ocorre no
cenário ΛCDM. A partir destes resultados, também fica claro que os argumentos de Amendola
et al. (2007b) sobre o comportamento de wef no formalismo métrico parecem não se aplicar
ao formalismo de Palatini na classe de modelos discutida neste capítulo e nos intervalos dos
parâmetros Ωm0 e c2 fornecidos por nossas análises Além disso, em contraste com os resultados
do modelo f (R) exponencial do capítulo 5, não encontramos soluções de aceleração cósmica
transiente na qual modificações da gravidade em larga escala irá conduzir o Universo para uma
nova era dominada pela matéria no futuro.
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(a) (b)

Figura 6.4.: (a) Evolução do parâmetro de desaceleração q(z) como função do redshift para o modelo de
gravidade de Hu–Sawicki no formalismo de Palatini. O modelo ΛCDM também é mostrado
para efeito de comparação; (b) Evolução do parâmetro da equação de estado efetiva para o
mesmo modelo. Assim como na Fig. 6.2, em ambas as figuras, as curvas correspondem aos
valores de melhor ajuste de Ωm0 e c2 mostrados na tabela 6.2.

Tabela 6.2.: Valores de melhor ajuste para os parâmetros do modelo f (R) de Hu–Sawicki. Os erros em
Ωm0 são os intervalos de confiança de 68,3% e 95,4%.

Teste Ωm0 c2 c1 fR0 χ2
mín χ2

r

H(z) 0,22 +0,11
−0,08

+0,19
−0,13 0,08 2,23 0,88 7,72 0,86

SNs Ia 0,29 +0,19
−0,17

+0,34
−0,21 −0,40 −5,41 1,03 553,81 0,96

CMB/BAO 0,29 +0,03
−0,01

+0,07
−0,03 −0,18 −2,17 1,08 1,24 0,25

fgás 0,28 +0,01
−0,01

+0,04
−0,02 −0,03 −0,04 1,61 95,10 1,73

H(z) + SNs Ia 0,28 +0,06
−0,07

+0,12
−0,15 −0,85 −12,64 1,02 561,63 0,95

CMB/BAO + fgás + H(z) + SNs Ia 0,30 +0,01
−0,01

+0,02
−0,02 −0,25 −3,04 1,06 659,87 1,01
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6.4. Sumário

Neste capítulo nós utilizamos o ansatz proposto por Hu & Sawicki (2007) no formalismo
métrico e investigamos suas propriedades à luz do formalismo de Palatini. Também estudamos
suas consequências cosmológicas comparando-o com dados observacionais da taxa de expan-
são cósmica, SNs Ia, CMB/BAO e da fração de massa de gás de aglomerados de galáxias.
Com relação à história cósmica, nós mostramos que os melhores ajustes encontrados para os
parâmetros Ωm0 e c2 permitem a sequência desejada das eras cosmológicas radiação-matéria-
aceleração, o que demonstra sua viabilidade sob este aspecto. Ao contrário dos resultados para
o modelo exponencial apresentados no capítulo anterior, este modelo não exibe uma história de
aceleração transiente no futuro, pelo menos para os valores dos parâmetros encontrados nesta
análise. Os resultados deste trabalho representam uma contribuição original à literatura e foram
publicados por Santos et al. (2012). No próximo capítulo, nós estudaremos as consequências
cosmológicas do já conhecido modelo lei-de-potência à luz de dados observacionais recentes,
com ênfase na de fração de massa de gás em aglomerados de galáxias.





7 Restrições da fração de gás de
aglomerados galácticos sobre
modelos tipo lei-de-potência

Resumo: O modelo f (R) caracterizado por
uma lei-de-potência no formalismo de Palatini é in-
troduzido. O método e as equações básicas uti-
lizadas em nossas análises para este modelo são
apresentadas e novos resultados sobre a viabilidade
deste modelo no formalismo de Palatini a partir de
testes envolvendo a fração de massa de gás são e
combinações com outros observáveis são discuti-
dos.

7.1. O modelo

Muitos autores têm considerado modificações na Lagrangiana de Einstein–Hilbert através da
adição de termos na forma Rn. Como é conhecido, para n > 1 estes termos tornam-se efetivos
em regimes de altas curvaturas, levando a modificações na cosmologia conhecida do universo
primordial. De fato, um modelo deste tipo, f (R) = R + αR2(α > 0), foi o primeiro modelo de in-
flação, proposto por Starobinsky (1980). Por outro lado, modificações n < 0 são relevantes nos
regimes de baixas curvaturas e influenciam a dinâmica do universo recente, podendo conduzir
a expansão acelerada observada.

Com este objetivo, Carroll et al. (2004) propuseram e investigaram um termo adicional pro-
porcional a 1/R no formalismo métrico, o que é conhecido como modelo CDTT (Carroll–
Duvvuri–Troden–Turner). Posteriormente, estes termos foram investigados seguindo o for-
malismo de Palatini por Vollick (2003) e Meng & Wang (2003). Capozziello et al. (2006b)
estudaram o termo 1/R na Lagrangiana de Einstein–Hilbert e concluíram que uma modificação

89
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na gravidade deste tipo implica em uma aceleração na expansão. No entanto, a Lagrangiana
investigada por eles foi do tipo f (R) ∝ 1/R e não uma adição ao termo linear já existente na
Lagrangiana EH ( f (R) = R + constante/R). Para uma discussão mais detalhada que sobre as
diferenças que essas abordagens exibem, veja Amendola et al. (2007c).

Uma forma mais geral para estes modelos tipo lei-de-potência têm sido considerada e exaus-
tivamente explorada em ambos os formalismos. Se trata da função

f (R) = R + β/Rn , (7.1)

onde n e β são parâmetros adimensionais. Em geral, n pode assumir valores positivos e neg-
ativos. Este modelo de gravidade pode levar a aceleração cósmica e, como é possível notar,
possui o modelo ΛCDM como um caso especial para n = 0 e β = −2Λ.

Como já vimos no último capítulo, o formalismo métrico tem sido empregado em diversos
estudos de viabilidade deste modelo. Foi mostrado por Chiba (2003) que esta forma funcional
de f (R) não “passa” nos testes do Sistema Solar. (Sotiriou 2006a,b) mostraram ainda que este
modelo não possui o limite Newtoniano correto. Além disso, este foi o modelo utilizado nas
investigações sobre a instabilidade de Dolgov–Kawasaki descrita na seção 4.7.

Contudo, o problema mais relevante para esta tese concernente ao uso deste modelo no
formalismo métrico é sua incapacidade em reproduzir uma história da expansão cósmica viável.
Vimos na seção 2.4.4 que, uma vez que a equação de estado para a matéria é p = 0, a lei de
evolução para o fator de escala quando o Universo é dominado por esta componente é a(t) ∝ t2/3.
Como demonstrado por Amendola et al. (2007a,b), este modelo não é capaz de reproduzir a
dinâmica cosmológica correta, com a lei de evolução a(t) ∝ t2/3 na era dominada pela matéria
seguida pela fase de aceleração cósmica, o que ocorre devido ao forte acoplamento entre a
energia escura e a matéria escura.

Em um trabalho recente Pires et al. (2010) analisaram cosmograficamente os valores de
melhor ajuste de n e β através da evolução do parâmetro de desaceleração q(z). Considerando
um intervalo para o parâmetro de densidade de matéria Ωm0 = [0,1, 0,3], os autores descobriram
que correções do tipo 1/Rn podem admitir somente valores positivos para n. Podemos ver na
Fig. 7.1a que valores positivos de n fornecem uma evolução de q(z) muito similar à do modelo
ΛCDM, enquanto valores negativos de n prevêem ou uma expansão sempre acelerada — o
que é claramente incompatível com a existência de uma era dominada pela matéria — ou duas
fases de aceleração separadas por uma fase de desaceleração. Na Fig. 7.1b podemos ver o
comportamento do redshift zt da primeira transição entre fases acelerada/desacelerada que são
previstas para alguns valores negativos de n. Nela notamos que, na medida em que o valor
de n se aproxima de 0, o valor de zt aumenta drasticamente, algo mais aceitável, uma vez que
o cenário padrão atual prevê uma fase de expansão inflacionária antes da era dominada pela
radiação.

Diversos testes observacionais têm sido empregados na obtenção de limites para os parâmet-
ros adimensionais n e β do modelo (7.1) Utilizando a compilação de SNs Ia Gold, dados de
BAO e também de CMB, Amarzguioui et al. (2006) encontraram como melhores ajustes para
estes parâmetros n = −0,09 e β = 3,60. Fay et al. (2007) utilizaram o conjunto de SNs Ia SNLS
(Supernova Legacy Survey) juntamente com dados de BAO e CMB e obtiveram n = −0,027 e
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(a) (b)

Figura 7.1.: (a) Evolução do parâmetro de desaceleração q(z) para o modelo lei-de-potência no formal-
ismo de Palatini. Todas as curvas foram obtidas com Ωm0 = 0,26; (b) Evolução do redshift
da primeira transição entre fases acelerada/desacelerada para alguns valores negativos de n.
Figuras reproduzidas de Pires et al. (2010).

β = 4,63. Santos et al. (2008) encontraram n = −0,12 e β = 3,45 para análises envolvendo o
conjunto de SNs Ia Union conjuntamente com BAO e CMB. Finalmente, Carvalho et al. (2008)
utilizaram a amostra de estimativas de H(z) SVJ05, juntamente com dados de CMB (WMAP) e
de BAO (SDSS) e encontraram n = 0,03 e β = 4,7. A tabela 7.1 resume intervalos encontrados
sobre n e β na literatura.

Como vemos, o modelo lei-de-potência tem sido confrontado com vários observáveis até
o presente momento. No entanto, até hoje não foram realizados muitos estudos envolvendo o
teste da fração de massa de gás ( fgás) de aglomerados de galáxias, proposto por Sasaki (1996)
e apresentado no apêndice A.3. Esse teste, que já foi utilizado no capítulo 6, tem se mostrado
robusto e complementar a outros testes mais utilizados (como SNs Iae BAO) e muitos autores
tem seguido essa abordagem para os mais diversos fins (David et al. 1995, Allen et al. 2002,
Ettori et al. 2003, Sadat et al. 2005, Allen et al. 2008, Lima et al. 2003, Blake et al. 2011a).

No que concerne à Lagrangiana (7.1), o teste observacional da fração de massa de gás já foi
utilizado por Capozziello et al. (2006a), que utilizaram 26 aglomerados de galáxias extraidos de
Allen et al. (2004). O presente estudo utiliza a amostra contendo 31 aglomerados de galáxias
a mais, obtidas de Ettori et al. (2009). Naquele trabalho, os parâmetros livres analisados foram
Ωm0, h (H0 em unidades de 100 km s−1 Mpc−1) e n. Os resultados encontrados para o parâmetro
de densidade da matéria Ωm0 e para a constante de Hubble h estão em concordância com esti-
mativas atuais independentes de modelos. Para o parâmetro n eles encontraram 1,91 < n < 2,61
no nível de confiança de 95,4%, o que diferencia este modelo do cenário ΛCDM n = 0 em pelo
menos 2σ.

Nosso objetivo neste capítulo será apresentar novas restrições sobre os parâmetros n e β
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Tabela 7.1.: Alguns intervalos de confiança de 99,73% encontrados na literatura para os parâmetros n e
β do modelo lei-de-potência.

Teste Referência n β

fgás + Union2 + CMB/BAO + H(z) Este trabalho [−0,06, 0,43] [3,77, 9,90]

Gold + CMB + BAO Amarzguioui et al. (2006) [−0,3, 0,3] [−6,8,−2,2]

SNLS + CMB + BAO Fay et al. (2007) [−0,23, 0,42] [2,73, 10,6]

Union + CMB + BAO Santos et al. (2008) [−0,3, 0,1] [1,3, 5,5]

H(z) + CMB + BAO Carvalho et al. (2008) [−0,25, 0,35] [2,3, 7,1]

Lentes gravitacionais fortes Yang & Chen (2009) [−0,202, 0,078 × 10−6] [2,89, 4,67]

do modelo (7.1) no formalismo de Palatini, a partir de dados da fração de massa de gás ( fgás)
em aglomerados de galáxias. Adicionalmente, também iremos combinar os dados de fgás com
observações de SNs Ia, com estimativas da razão CMB/BAO, e com determinações da taxa de
expansão cósmica H(z).

7.2. Metodologia

A metodologia apresentada neste capítulo é semelhante à apresenta no capítulo 6.4. Aqui tam-
bém iremos apresentar as equações necessárias e os resultados que obtemos após realizarmos os
procedimentos descritos na seção 6.2. Começaremos com as equações que descrevem o modelo
em questão. O modelo investigado é dado por (7.1), e suas derivadas são

fR(R) = 1 +
βn

Rn+1 (7.2)

fRR(R) = −
βn(n + 1)

Rn+2 . (7.3)

É conveniente reduzirmos nosso espaço paramétrico de (Ωm0,n,β) para (Ωm0,n). A solução
para β a partir da Eq. (6.9) fornece

β =

(
1 −

3H2
0Ωm0

R0

)
Rn

0

n + 2
. (7.4)

O polinômio formado após a sibstuição desta expressão na Eq. (6.9) é o seguinte polinômio
do 5º grau:

C5

(
R0

H2
0

)5

+ C4

(
R0

H2
0

)4

+ C3

(
R0

H2
0

)3

+ C2

(
R0

H2
0

)2

+ C1

(
R0

H2
0

)
+ C0 = 0 , (7.5)
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Tabela 7.2.: Resultados para o modelo lei-de-potência no formalismo de Palatini. Os erros correspon-
dentes aos parâmetros Ωm0 e n correspondem ao intervalo de confiança de 99,73%.

Teste Ωm0 n χ2
mín χ2

r

fgás 0,28 +0,05
−0,02 3,92 +?

−4,35 94,02 1,71

Combinado 0,31 +0,02
−0,02 0,16 +0,27

−0,22 654,85 1,04

com

C0 = 243 n2 (n + 3)2 Ω4
m0

C1 = 486 n2 (n + 1) (n + 3) Ω3
m0 + 162 n3 (n + 3) Ω4

m0

C2 = 27 n (n − 24) (n + 1)2 Ω2
m0 − 162 n2 (n + 1) (n + 4) Ω3

m0

C3 = −216 n (n + 1)3 Ωm0 + 18 n (n + 15) (n + 1)2 Ω2
m0

C4 = 48 (n + 1)4 + 18 (n − 2) (n + 1)3 Ωm0

C5 = −4 (n + 1)4 .

Os valores reais e positivos de R0 devem ser utilizados como condição inicial de (6.12)
de forma a obtermos R(z) e, consequentemente, H(z) a partir da Eq. (5.7). Assim como na
análise apresentada nos capítulos 5 e 6, o valor da componente de radiação considerado foi
Ωr0 = 5 × 10−5.

Nossa análise estatística consistiu de uma minimização de χ2. Os principais dados observa-
cionais desta análise são representados por 57 medições da fração de massa de gás de aglomer-
ados de galáxias obtidos em Ettori et al. (2009). Para estas dados, nós minimizamos a seguinte
função:

χ2
fgás

=

N fgás∑
i=1

[
f (teo)
gás (zi|P) − f (obs)

gás (zi)
]2

σ2
i

, (7.6)

onde P = (Ωm0,n), f (teo)
gás (zi|P) é o valor teórico para a fração de gás de um aglomerado galáctico

em zi, dado pela Eq. (A.11), e σi é a incerteza para cada uma das NH = 57 determinações de
f (obs)
gás (zi) utilizadas. Para obtermos limites mais restritivos sobre os parâmetros do modelo, com-

plementamos nossa análise incluindo as mesmas 557 medições da relação magnitude-redshift
do conjunto Union2 utilizadas no capítulo 5, assim como os mesmos dados da razão CMB/BAO
e H(z) lá contidos.

7.3. Resultados e discussão

Na Fig. 7.2 mostramos os contornos para a análise envolvendo fgás, assim como para a análise
conjunta fgás + SNs Ia + CMB/BAO + H(z). A complementaridade desses observáveis no plano
Ωm0 × n fornece limites bem restritos sobre Ωm0 e n. O valor de melhor ajuste para Ωm0 a partir
da análise conjunta é consistente com as estimativas atuais para o modelo padrão ΛCDM (veja,
por exemplo, Spergel et al. 2003, 2007). A análise conjunta restringe os parâmetros Ωm0, n e
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Figura 7.2.: Regiões de confiança de 68,3% e 95,4% no plano Ωm0 × n fornecido pelas análises envol-
vendo fgás, SNs Ia, CMB/BAO e H(z). Os melhores ajustes para a análise combinada são
Ωm0 = 0,31 e n = 0,16.

β (calculado a partir dos valores de Ωm0 e n, e que possui unidades de H2(n+1)
0 ) aos seguintes

intervalos de 99.73% (ver tabela 7.2)

0,29 < Ωm0< 0,33 ,

−0,06 < n < 0,43 ,

3,77 < β < 9,90 .

Note que a constante cosmológica, n = 0 e β = 4,38H2
0 , encontra-se nos intervalos listados

acima. Observe também que, por este motivo, este resultado está em grande desacordo com
os realizados por Capozziello et al. (2006a) utilizando fgás. Entretanto, estes resultados são
consistentes com aqueles obtidos por Amarzguioui et al. (2006), Fay et al. (2007), Santos et al.
(2008), Carvalho et al. (2008) com observáveis diferentes. A tabela 7.2 resume os principais
resultados de nossas análises.
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Figura 7.3.: (a) Evolução do parâmetro de desaceleração q(z) como função do redshift para o modelo de
gravidade lei-de-potência no formalismo de Palatini. O modelo ΛCDM também é mostrado
para efeito de comparação; (b) Evolução do parâmetro da equação de estado efetiva para o
mesmo modelo. Em ambas as figuras, as curvas correspondem aos valores de melhor ajuste
de Ωm0 e c2 mostrados na tabela 7.2.

7.3.1. História cósmica

Assim como nos trabalhos apresentados nos capítulos 5 e 6, para estudarmos a viabilidade deste
modelo nós construimos a história cósmica prevista para esta classe de modelos através dos
parâmetros q(z) e wef(z), dados pelas Eqs. (2.73) e (5.15), respectivamente. As evoluções de q(z)
e wef(z) são mostradas na Fig. 7.3, para os valores de melhor ajuste apresentados na tabela 7.2.
Com relação à q(z), notamos que para nossos valores de melhor ajuste fornecidos pela análise
conjunta, a expansão cósmica passou por uma fase de desaceleração no passado (q(z) > 0) e
alcançou uma fase de aceleração quando z ∼ 0,75, que é aproximadamente consistente com a
previsão do modelo ΛCDM com Ωm0 = 0,27 ± 0,04 (Komatsu et al. 2011). Por outro lado, a
evolução cósmica para os valores de melhor ajuste vindos da análise com fgás apresenta um valor
máximo de q(z) após a era dominada pela matéria e antes da transição aceleração-desaceleração.
Uma possível razão para este comportamento é a existência de uma época de forte gravidade
antes da recente transição aceleração-desaceleração.

A Fig. 7.3b nos mostra que para as combinações apresentadas na tabela 7.2, o universo pas-
sou por uma fase dominada pela matéria (wef = 0) antes da mudança para a fase de aceleração
(wef < 0). Em particular, notamos que para os valores de melhor ajuste derivados da análise
conjunta da fgás + SNs Ia + CMB/BAO + H(z), parece não haver nenhuma evidência para
uma diminuição da aceleração cósmica hoje, o que está em desacordo com os resultados de
Shafieloo et al. (2009) para algumas parametrizações de energia escura, bem como os resul-
tados apresentados no capítulo 5 para o modelo f (R) exponencial no formalismo de Palatini.
Podemos concluir, portanto, que o comportamento indesejável de wef mostrado por Amendola
et al. (2007a,b) no formalismo métrico parece não se aplicar ao formalismo de Palatini, pelo
menos quando a classe de gravidade lei-de-potência (7.1) é considerada, e para os intervalos
dos parâmetros livres Ωm0 e n fornecidos por nossas análises.



96 CAPÍTULO 7. RESTRIÇÕES DA FRAÇÃO DE GÁS DE AGLOMERADOS GALÁCTICOS SOBRE MODELOS TIPO

LEI-DE-POTÊNCIA

7.4. Sumário

Neste capítulo nós apresentamos novos resultados sobre o modelo lei-de-potência utilizando a
abordagem de Palatini. Embora esta forma funcional já tenha sido extensivamente investigada
na literatura com a utilização de diversos dados observacionais, as restrições estatísticas e as
consequências cosmológicas impostas pelos dados da fração de massa de gás de aglomerados
de galáxias ainda não haviam sido bem avaliadas. Vimos que o caso padrão ΛCDM é permitido
por nossas análises no intervalo de confiança de 99,73%, levando-se em conta a combinação dos
dados de fgás com dados de SNs Ia, CMB/BAO e H(z). No que diz respeito à história da evolução
do universo, mostramos que os valores de melhor ajuste dos parâmetros Ωm0 e n permitem a
sequência esperada das eras cosmológicas radiação-matéria-aceleração, demonstrando assim a
sua viabilidade neste sentido. Nossos resultados corroboram conclusões anteriores sobre este
modelo no formalismo de Palatini utilizando dados observacionais como SNs Ia, BAO e CMB,
mas se distingue dos apresentados por Capozziello et al. (2006a), no qual os autores realizaram
o mesmo teste cosmológico aplicado neste capítulo (embora com uma amostra diferente). É
importante mencionar que o artigo a partir do qual este capítulo foi baseado está em preparação
Santos et al. (2013).

Este capítulo encerra a apresentação dos testes de viabilidade realizados nesta tese. Para
finalizarmos, veremos a seguir as principais conclusões de nossos trabalhos como, também,
perspectivas de trabalhos futuros nesta linha de pesquisa.



8 Conclusões e perspectivas

Nos últimos anos, a busca por uma teoria que explique a aceleração cósmica tem sido bastante
intensa. Atualmente, os diversos modelos que tentam explicar este fenômeno são confrontados
com os mais variados tipos de dados observacionais e o crescente avanço tecnológico que vem
ocorrendo tem permitido a obtenção de resultados cada vez mais precisos, filtrando, deste modo,
os modelos mais aceitáveis do ponto de vista observacional. Embora a descoberta da aceler-
ação não tenha sido o que motivou o surgimento das teorias f (R) — uma vez que as primeiras
modificações do tipo R→ f (R) na ação EH datam de meados do século passado, essas teorias
têm se mostrado bastante viáveis e eficazes como candidatos à solução deste problema.

No entanto, qualquer investigação utilizando teorias f (R) esbarra em pelo menos dois de-
safios: a escolha de uma forma funcional e, após isso, a escolha do formalismo variacional.
Neste sentido, as várias discussões existentes na literatura apenas evidenciam que esses dois
problemas ainda carecem de definição, ou de uma clara indicação da solução. Vimos, no en-
tanto, que seja qual for o modelo f (R) e o formalismo adotado, a teoria resultante deverá satis-
fazer condições de viabilidade mencionadas na seção 4.6.

Nesta tese, nós apresentamos e discutimos as consequências cosmológicas de três formas
funcionais f (R) no formalismo de Palatini. Nossos resultados observacionais demonstraram a
viabilidade dessas teorias quando se considera a história da expansão cósmica, uma vez que
suas equações de campo permitem a existência das três fases pós-inflacionárias da evolução
cosmológica.

Esta tese consistiu de duas partes. Na parte I, apresentamos os principais conceitos teóricos
necessários ao entendimento dos trabalhos realizados. Após a tese ser introduzida no capítulo 1,
revisamos no capítulo 2 os principais conceitos teóricos e observacionais que a base do Mod-
elo Cosmológico Padrão. No capítulo 3, introduzimos algumas alternativas à RG e ao MCP,
levando em consideração seus problemas. No capítulo 4 apresentamos os fundamentos, alguns
aspectos observacionais e as principais motivações por trás das teorias f (R)e discutimos ainda
as características dos formalismos métrico e de Palatini, além das divergências entre ambos.
A contribuição original dos nossos trabalhos para a comunidade foi apresentada na parte II,
especificamente nos capítulos 5, 6 e 7.

No capítulo 5 nós introduzimos o modelo f (R) exponencial e investigamos suas consequên-
cias cosmológicas à luz dos dados observacionais da taxa de expansão cósmica e de SNs Ia.

97
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Os resultados de melhor ajuste exibem uma boa concordância entre as observações utilizadas
nos testes realizados e as previsões teóricas do modelo. Diferentemente do comportamento
dinâmico de outros cenários f (R) discutidos na literatura (seja no formalismo métrico ou no de
Palatini), nós mostramos a possibilidade de uma aceleração cósmica transiente em que mod-
ificações da gravidade em grandes escalas irá conduzir o Universo a uma era dominada pela
matéria no futuro. Como mencionado anteriormente, este tipo de solução está em pleno acordo
com requerimentos teóricos da teoria de cordas e de teoria M, como pode ser visto em Fis-
chler et al. (2001). Mostramos também que este modelo, quando investigado no formalismo
de Palatini, prevê a dinâmica de background similar à do cenário ΛCDM em altos redshifts, e
proporciona a usual fase dominada pela matéria seguida por uma fase de aceleração recente.

No capítulo 6 nós utilizamos o ansatz proposto por Hu & Sawicki (2007) no formalismo
métrico e investigamos suas propriedades no formalismo Palatini. Através da comparação entre
os dados observacionais da taxa de expansão cósmica, SNs Ia, CMB/BAO com dados da fração
de massa de gás em aglomerados de galáxias, as consequências cosmológicas deste modelo
foram estudadas. Os melhores ajustes encontrados para os parâmetros Ωm0 e c2 permitem a
sequência desejada das eras cosmológicas radiação-matéria-aceleração, o que demonstra sua
viabilidade sob este aspecto. No entanto, ao contrário dos resultados obtidos para o modelo
exponencial, o modelo de Hu-Sawicki não exibe uma história de aceleração transiente no futuro,
pelo menos não para os valores encontrados nesta análise.

Por fim, no capítulo 7 nós introduzimos o modelo lei-de-potência e apresentamos novos re-
sultados utilizando a abordagem de Palatini e investigamos a influência dos dados da fração de
massa de gás sobre o espaço paramétrico do modelo. Os valores de melhor ajuste dos parâmet-
ros Ωm0 e n permitem a sequência esperada das eras cosmológicas radiação-matéria-aceleração,
demonstrando assim a sua viabilidade neste sentido. Isto contrasta com os resultados de Amen-
dola et al. (2007b) para a gravidade f (R) para esta classe de modelos. Mostramos também que
o caso padrão ΛCDM é permitido por nossas análises no intervalo de confiança de 99,73%,
levando-se em conta a combinação dos dados de fgás com dados de SNs Ia, CMB/BAO e H(z).
Além disso, nossos resultados corroboram conclusões anteriores sobre este modelo no formal-
ismo de Palatini utilizando dados observacionais como SNs Ia, BAO e CMB, mas se distingue
dos apresentados por Capozziello et al. (2006a), no qual os autores realizaram o mesmo teste
cosmológico aplicado neste capítulo (embora com uma amostra diferente).

É importante enfatizar que, embora já tenha sido demonstrado que os cenários cosmológicos
que surge no formalismo métrico dos modelos 5.4 e 6.4 satisfazem as condições necessárias para
produzir uma história da expansão cosmologicamente viável, a versão de Palatini dessas funções
não havia sido investigado ainda e, neste caminho, alguns resultados interessantes ainda podem
surgir em um futuro próximo. Seria interessante, por exemplo, executar uma análise cosmográ-
fica no formalismo de Palatini para este modelo, tal como o realizado no formalismo métrico
por Capozziello et al. (2008). A combinação desta tarefa com os resultados apresentados aqui
pode melhorar as restrições do cenário Hu–Sawicki e testar sua viabilidade observacional.

Vale lembrar também que todas as análises realizadas nesta tese testam os modelos proposto
em nível de background. Como vimos no capítulo 4, devemos também estudar os efeitos de
perturbações cosmológicas se quisermos verificar a completa viabilidade observacional destes
cenários f (R). Do ponto de vista observacional, é impossível distinguir modelos de quintessên-
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cia com w→ −1 da constante cosmológica. Modelos f (R), por outro lado, prevêem uma ex-
pansão de background do tipo ΛCDM, mas uma diferente dinâmica de formação de estruturas.

Neste sentido, medir a taxa de crescimento das flutuações de densidade no Universo fornece
um forte teste para modelos f (R), uma vez que diferentes modelos de gravidade modificada
fornecem diferentes taxas de crescimento. Uma descrição detalhada das equações das pertur-
bações lineares da densidade de matéria para as teorias f (R) podem ser encontradas em Carroll
et al. (2006), Tsujikawa (2007). Recentes surveys de galáxias forneceram medidas da taxa de
crescimento fm(z) ou fm(z)σ8(z) até cerca de z ≈ 1, onde fm ≡ d ln δm/d ln a, δm é a sobreden-
sidade fracional da matéria não-relativística, e σ8 é o valor quadrático médio da amplitude da
sobredensidade na escala comóvel de 8h−1 Mpc. Estas medidas observacionais de fm(z)σ8(z)
podem ser comparadas com a evolução de δm e fm, obtidos a partir da equação

δ̈ + 2Hδ̇m − 4πGefρmδm ' 0 . (8.1)

O crescimento e evolução das perturbações escalares em teorias de gravidade f (R) já foi
investigado tanto no formalismo métrico (Carroll et al. 2006, Song et al. 2007) quanto no for-
malismo de Palatini Amarzguioui et al. (2006), Carroll et al. (2006). Dois diferentes formalis-
mos desenvolvidos nas referências Hwang & Noh (2002), Koivisto & Kurki-Suonio (2006) e
Lue et al. (2004) foram comparados para o modelo f (R) = R − µ2(n+1)/Rn e foi mostrado que
ambos os formalismos estão em concordância em cenários que são próximos (no espaço de
parâmetros) ao modelo ΛCDM, mas fornecem resultados diferentes para modelos que diferem
significativamente do modelo de concordância padrão. Isto sinaliza a necessidade de se testar a
validade de análises de perturbação para teorias que diferem significativamente da relatividade
geral em alguns aspectos. Finalmente, é importante ressaltar que, apesar dos últimos esforços
terem fornecido informações importantes a respeito da teoria de gravidade a ser adotada, tanto
a forma da função f (R) como o formalismo variacional ainda permanecem como desafios a
serem superados e um estudo sistemático das perturbações cosmológicas nessas teorias pode
nos fornecer um caminho a ser seguido.





A Observáveis utilizados nos
testes cosmológicos

O objetivo principal dos testes cosmológicos é derivar, a partir desses observáveis, limites para
os principais parâmetros dos modelos cosmológicos a serem estudados. No caso desta tese,
estes modelos foram representados pelas teorias f (R) investigadas nos capítulos 5, 6 e 7. Os
testes cosmológicos utilizados foram, a saber: a relação magnitude-redshift de SNs Ia; estima-
tivas da taxa de expansão cósmica; medições da fração de massa de gás em aglomerados de
galáxias; e a razão CMB/BAO. Veremos adiante uma breve descrição deles.

A.1. Relação magnitude-redshift de SNs Ia

Historicamente, a magnitude aparente (observada) m é utilizada como uma medida do brilho dos
objetos astronômicos. Ela é definida de modo que, se dois objetos possuem fluxos aparentes
F1 e F2, suas magnitudes aparentes m1 e m2 estão relacionadas com seus respectivos fluxos
aparentes de acordo com (Amendola & Tsujikawa 2010)

m1 − m2 = −2,5 log10

(
F1

F2

)
. (A.1)

Desta definição, a magnitude aparente é menor para objetos de maior brilho. Uma estrela
com m = 1, por exemplo, terá um brilho cerca de 100 vezes maior que o de uma estrela com
m = 6. Substituindo a definição de distância luminosidade (2.44) na equação acima obtemos

m1 − m2 = 5 log10

(
dL1

dL2

)
− 2,5 log10

(
L1

L2

)
. (A.2)

Vamos agora analisar a Eq. (A.2) pensando apenas em um único objeto, de magnitude
aparente m1. Podemos definir a magnitude absoluta M deste objeto se considerarmos m2 como
sendo sua magnitude aparente caso ele estivesse a uma distância de dL = 10 parsecs para o
observador. Então, fazendo m1 = m e m2 = M na Eq. (A.2) temos

m − M = 5 log10

(
dL

10 pc

)
, (A.3)
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onde fizemos dL1 = dL, dL2 = 10 pc e L1 = L2 = L, uma vez que estamos tratando apenas de um
único objeto. Se escrevermos dL em unidades de Megaparsecs, esta relação pode ser escrita
como

µ(z) = m − M = 5 log10[dL(z)] Mpc + 25 , (A.4)

onde µ é o chamado módulo de distância e é a quantidade comumente utilizada nos testes
cosmológicos envolvendo medidas de magnitude.

Em princípio, a relação magnitude-redshift acima pode ser utilizada para fornecer fortes vín-
culos sobre os valores do principais parâmetros cosmológicos tais como H0, q0 e os parâmetros
de densidade. Na prática, o problema consiste em se encontrar uma vela-padrão cuja luminosi-
dade intrínseca seja conhecida, de maneira a ter-se µ(z) como a grandeza “observável”. Em
redshifts moderados (z . 1), a evolução da luminosidade de galáxias produz efeitos mais signi-
ficativos do que aqueles previstos pela cosmologia adotada, de modo que, se queremos utilizar
galáxias nesse teste, é necessário um melhor entendimento da evolução de galáxias do que o
atual. Contudo, sabe-se que as supernovas tipo Ia representam o melhor tipo de vela-padrão
conhecido nos dias atuais, tanto que este fato foi utilizado no fim da década de 90, quando
descobriu-se que supernovas tipo Ia em altos redshifts eram menos brilhantes que o esperado,
levando à crença atual de que o Universo passa por uma fase de expansão acelerada.

As supernovas podem ser classificadas de acordo com seus processos de formação e as linhas
de absorção de seus elementos químicos. A formação de supernovas tipo Ia ocorre em sistemas
binários quando a massa de uma anã branca supera o limite de Chandrasekhar (Chandrasekhar
1931) após consumir o gás de uma estrela vizinha. Uma vez que a luminosidade absoluta de uma
SN Ia é aproximadamente constante no máximo do brilho, o que a torna uma “vela-padrão”, a
distância de uma SN Ia pode ser determinada pela observação de sua luminosidade aparente.
As observações de muitas SNs Ia fornecem a dependência de µ(z) com o redshift. Comparando
os dados observacionais com o módulo de distância teórico* da Eq. (A.4) é possível conhecer a
evolução da expansão do Universo para redshifts z . 1,5.

O número e a qualidade dos dados de SNs Ia disponíveis para estudos cosmológicos têm
aumentado consideravelmente nos últimos anos. Desde as descobertas de Riess e Perlmutter no
final dos anos 90, mais dados têm sido coletados por diversas missões observacionais. Dentre
elas, além do HST mencionado no capítulo 2, podemos citar também o SNLS (“SuperNova
Legacy Survey”) (Astier et al. 2006) e o ESSENCE (“Equation of State: SupErNovae trace
Cosmic Expansion”) (Riess et al. 2004, 2007). Em praticamente todas as análises envolvendo
os resultados dessas e de outras missões, modelos envolvendo aceleração têm sido favorecidos.
Um dos conjuntos de dados mais atualizados foi compilado por Amanullah et al. (2010), o
chamado Union2. Esta amostra, que compreende 557 eventos entre z = 0,015 e z = 1,4, utiliza
o filtro SALT2 para o ajuste da curva de luz das SNs Ia e é uma atualização da compilação
Union original (Kowalski et al. 2008), incluindo grandes amostras recentes de outras missões.
Recentemente, surgiu uma nova atualização desta compilação, o Union2.1 (Suzuki et al. 2012),
que contém 580 eventos compreendidos no intervalo 0,015 ≤ z ≤ 1,414.

* Pode-se notar que a distância luminosidade teórica da Eq. (2.50) pode ser comparada com a distância lumi-
nosidade calculada a partir das observações de magnitude aparente m(z), através da Eq. (A.4). Amendola &
Tsujikawa (2010) apresentam alguns exemplos de como a distância luminosidade pode ser obtida observacional-
mente.
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A.2. Taxa da expansão cósmica

Atualmente, o teste da taxa da expansão cósmica é baseado na crença de que as galáxias lu-
minosas vermelhas (LRGs)† podem nos fornecer medidas diretas de H(z) (Jimenez & Loeb
2002) (veja também Zhang & Ma 2010, para uma recente revisão sobre como medidas de H(z)
podem ser obtidas a partir de diferentes técnicas). Jimenez & Loeb (2002) apresentaram um
método que consiste na medição da diferença nas idades de duas galáxias luminosas vermelhas
em diferentes redshifts para se obter a razão ∆z/∆t. Com isto, o parâmetro de Hubble em z pode
ser aproximado utilizando-se a derivada do tempo cósmico com relação ao redshift, ou seja,

H(z) ≡
ȧ
a

= −
ż

(1 + z)
' −

1
(1 + z)

∆z
∆t

. (A.5)

Os dados da taxa da expansão utilizados em nossas análises foram obtidos de Stern et al.
(2010) que, utilizando uma amostra do GDDS (Gemini Deep Deep Survey) (McCarthy et al.
2004) e compilações de dados de (Dunlop et al. 1996, Spinrad et al. 1997, Nolan et al. 2001),
calcularam 11 pontos de H(z) no intervalo de redshift 0,1 ≤ z ≤ 1,75. Destes pontos, sub-
stituimos o valor da constante de Hubble pela estimativa fornecida por Riess et al. (2011),
H0 = 73,4 ± 2,8 km s−1 Mpc−1.

A.3. Fração de massa de gás em aglomerados de galáxias

O teste da fração de massa de gás ( fgás) — daqui em diante chamado fração de gás — é baseado
na suposição de que a fração de massa de um aglomerado galáctico virializado é aproximada-
mente constante e uma boa representação do conteúdo material do próprio Universo (Sasaki
1996, Allen et al. 2008, Ettori et al. 2009). Para definirmos as expressões relacionadas com a
quantidade fgás e que foram utilizadas em nossas análises, vamos iniciar pela mais fundamental
delas, a fração de massa bariônica

fbar ≡
Mbar

Mtotal
, (A.6)

onde Mbar é a massa da matéria bariônica e Mtotal é a massa total (matéria bariônica + matéria
escura). A massa bariônica é a soma do conteúdo material do gás do meio intra-aglomerado e
a matéria contida nas estrelas, planetas etc. Seguindo Lagana et al. (2008), nós modelamos a
massa bariônica como função da fração de gás como

fbar = (1.18 − 0.012Tgás) fgás , (A.7)

onde Tgás é a temperatura do meio intra-aglomerado. Da suposição de que os aglomerados
de galáxias fornecem uma boa representação do conteúdo material do Universo (White et al.
1993), a fração da matéria bariônica em nos aglomerados é similar à razão entre o parâmetro de
densidade bariônica Ωb e o parâmetro de densidade da matéria total Ωm. Assim,

fbar = b
Ωb

Ωm
. (A.8)

† Do inglês “Luminous Red Galaxies”.
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Na expressão acima, o fator b é estimado por meio de simulações computacionais que sug-
erem que a fração de gás é ligeiramente menor do que fração cósmica devido a processos que
convertem parte do gás em estrelas ou ejetam este gás para fora do próprio aglomerado. Por
este motivo, este parâmetro quantifica o desvio da suposição de que a fração de massa bar-
iônica permanece constante ao longo da história do Universo. Finalmente, a fração de gás é
proporcional à distância luminosidade dL e à distância diâmetro angular dA de tal maneira que
Mgás/Mtotal ∝ dLdA

1/2 (Sasaki 1996).

Assumindo a relação de dualidade (2.54), nós temos fgás ∝ d3/2
A . Uma vez que fgásd

−3/2
A é

constante e independente dos parâmetros cosmológicos, nós determinamos a fração de gás para
um dado modelo fiducial denotado pelo índice “∗”

f ∗gás = fgás(d∗A/dA)3/2 , (A.9)

onde fgás é obtida combinando-se as Eqs. (A.7) e (A.8),

fgás = b
Ωb

(1.18 − 0.012Tgás)Ωm
. (A.10)

Seguindo Ettori et al. (2009), nós assumimos que Ωbh2 = 0,0462 ± 0,0012 e b = 0,874 ± 0,023.
Substituindo esta equação em (A.9), nossa expressão teórica para fgás é escrita como

f ∗gás = b
Ωb

(1.18 − 0.012Tgás)Ωm

[
d∗A
dA

]3/2

. (A.11)

Ajustando f ∗gás aos dados observacionais, é possível restringir os parâmetros cosmológicos
em dA. Em nossas análises, nós consideramos o conjunto de dados apresentados por Ettori
et al. (2009) que consiste em 57 aglomerados galácticos luminosos em raios-X e observados
pelo Chandra X-ray Observatory. Destes 57 objetos, 49 se encontram no intervalo de redshift
entre 0,3 e 1,273 e foram selecionados de Balestra et al. (2007) com o critério Tgás > 4 KeV.
Os 8 aglomerados restantes se encontram no intervalo entre 0,06 e 0,23, e foram selecionados
de Vikhlinin et al. (2006) com Tgás > 4 KeV.

A.4. Razão CMB/BAO

Em nossas análises, também utilizamos os vínculos fornecidos através da combinação de in-
formações provenientes da CMB e das oscilações acústicas bariônicas. A utilização de infor-
mações da CMB e de BAO é importante no sentido de que elas vinculam o modelo investigado
às observações tanto em baixos como também em altos redshifts.

Oscilações acústicas bariônicas são flutuações periódicas e regulares na densidade da matéria
bariônica, causadas pelas ondas acústicas existentes no Universo primordial. Do mesmo modo
que as SNs Ia podem ser assumidas como “velas padrão” para as observações astronômicas, o
“fóssil” das oscilações de densidade do plasma primordial fornece uma “régua padrão” para as
escalas de comprimento em cosmologia. O comprimento desta régua padrão — aproximada-
mente 4,9 × 108 anos-luz no Universo atual — pode ser medido pela observação da estrutura
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Tabela A.1.: Dados de CMB/BAO utilizados em nossas análises.

zBAO
dC(z∗)

DV(zBAO)

0,106 30,95 ± 1,50

0,200 17,55 ± 0,65

0,350 10,10 ± 0,38

0,440 8,44 ± 0,67

0,600 6,69 ± 0,34

0,600 6,47 ± 0,32

0,730 5,45 ± 0,31

de grande escala da distribuição de matéria por meio de missões astronômicas (Eisenstein et al.
2005). Não vamos descrever os processos envolvidos com estas oscilações. Convidamos o leitor
a ver em Eisenstein (2005) uma descrição física sobre este tema. Aqui, vamos nos restringir às
quantidades relevantes em nossas análises.

Seguindo Sollerman et al. (2009), nós utilizamos os vínculos derivados do produto da escala
acústica da CMB

`A(z∗) = πdC(z∗)/rs(z∗) , (A.12)

e a estimativa da razão entre a escala do horizonte sonoro na época de arrasto‡ e a escala de di-
latação das oscilações acústicas bariônicas, rs(zd)/DV(zBAO). Com isto, o observável CMB/BAO
é dado por

dC(z∗)
DV(zBAO)

=
[`A(z∗)]

π

[
rs(zd)

DV(zBAO)

]
1[

rs(zd)
rs(z∗)

] . (A.13)

Nas expressões acima, dC(z∗) é a distância comóvel no redshift da recombinação, z∗ = 1089.
Sua fórmula é bem aproximada pela fornecida por Hu & Sugiyama (1996). Variações em torno
deste valor de z∗ não alteram os resultados de maneira significativa (Sollerman et al. 2009).
rs(z∗) é o horizonte sonoro comóvel na época do desacoplamento dos fótons dado por

rs(z∗) =
cs
√

3

∫ 1/(1+z∗)

0

da

a2H(a)
√

1 +
(

3Ωb0
4Ωγ0

)
a
, (A.14)

que depende da velocidade do som antes da recombinação, cs. Na expressão acima, Ωb0 e Ωγ0

são os valores atuais dos parâmetros de densidade de bárions e fótons, respectivamente. Ko-
matsu et al. (2011) fornecem os valores Ωb0 = 0,022765h−2 e Ωγ0 = 2,469 × 10−5h−2. zd ' 1020
é o redshift da época de arrasto e sua fórmula em função dos parâmetros de densidade é dada
por Eisenstein & Hu (1998). DV é a chamada escala de dilatação, dada por (Eisenstein et al.
2005)

DV(z) ≡
[

cz
H(z)

d2
C(z)

]1/3

. (A.15)

‡ É a época em que as oscilações acústicas de bárions após a recombinação se “congelam”, fornecendo as ondu-
lações que vemos hoje na distribuição de matéria.
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Vamos agora voltar nossa atenção aos termos entre colchetes no lado direito da Eq. (A.13).
Os resultados do sétimo ano do WMAP (Jarosik et al. 2011) fornecem `A = 302,44 ± 0,8. A
razão rs(zd)/DV(zBAO) foi primeiro estimada por Percival et al. (2010) em zBAO = 0,2 e zBAO =

0,35. Após isso, os resultados do 6dF Galaxy Survey (Beutler et al. 2011) forneceram uma nova
estimativa desta razão em zBAO = 0,106. Mais recentemente, a colaboração WiggleZ (Blake
et al. 2011b) obteve esta quantidade em zBAO = 0,44, zBAO = 0,6 e zBAO = 0,73. Por fim, a razão
rs(zd)/rs(z∗) = 1,044 ± 0,019 foi calculada por Komatsu et al. (2011). Os dados obtidos após a
combinação destes termos são mostrados na tabela A.1.



B Ferramentas estatísticas

A tarefa de se determinar quais modelos cosmológicos ou gravitacionais são adequados à luz
das informações empíricas tem se tornado bastante intensa, principalmente com a evolução da
cosmologia observacional ao longo dos anos. Basicamente, esta tarefa consiste em se ajustar
os parâmetros livres do modelo de interesse às observações. Neste sentido, diversos métodos
estatísticos tem se mostrado de grande utilidade tanto na inferência de parâmetros quanto na
seleção de modelos cosmológicos/gravitacionais. De fato, esta foi a tarefa empregada na esti-
mativa dos parâmetros dos modelos investigados nesta tese. Introduziremos, neste apêndice a
ferramenta estatística utilizada nos trabalhos descritos nos capítulos 5, 6 e 7.

B.1. Teste de χ2 e regiões de confiança

Nosso principal objetivo quando procuramos ajustar um determinado modelo aos dados obser-
vacionais disponíveis é minimizar uma determinada função de mérito que quantifique a dis-
crepância entre os valores observados de uma determinada quantidade e aqueles previstos pela
teoria em questão. Em outras palavras, a comparação entre teoria e observação é realizada
calculando-se o valor teórico da quantidade yteo(xi|P) para determinados valores dos parâmetros
livres da teoria P = p1, p2, . . ., e comparando-o com o seu valor observado yobs

i (xi).

Uma função de mérito extensivamente utilizada para este fim é a função χ2. O método de
minimização de χ2 — ou dos mínimos quadrados — é amplamente aplicado na inferência de
parâmetros e ajuste de modelos*. Embora, por si só esta técnica não ofereça todas as respostas
acerca da relação entre o modelo testado e os dados utilizados, ela pode fornecer resultados para
os três objetivos básicos de um procedimento de ajuste:

1. Fornecer estimativas (o melhor ajuste) dos parâmetros livres,

2. fornecer os erros associados aos parâmetros livres, e

3. fornecer uma medida da qualidade do ajuste.

Um resultado insatisfatório para o terceiro item geralmente implica na ausência de sentido dos
resultados dos items 1 e 2.

* É um dos métodos mais utilizados por frequentistas, se não o mais utilizado.
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Para um teste observacional com N medidas de (xi,yobs
i ) e de erros σi, a discrepância entre

teoria e observação é quantificada pela função

χ2(P) ≡
N∑

i=1

yobs
i (xi) − yteo(xi|P)

σ2
i

. (B.1)

Se os dados são correlacionados, o χ2 torna-se

χ2(P) ≡
N∑

i, j=1

[
yobs

i (xi) − yteo(xi|P)
]
C−1

i j

[
yobs

j (x j) − yteo(x j|P)
]
, (B.2)

onde C−1
i j é o inverso da matrix de covariância descrevendo a covariância entre os dados, dada

por
Ci j =

〈[
yobs

i (xi) − yteo(xi|P)
] [

yobs
j (x j) − yteo(x j|P)

]〉
. (B.3)

Quando nos referimos ao melhor ajuste de um modelo, estamos fazendo menção aos valores dos
parâmetros livres P que minimizam esta função, ou seja, que fornecem um χ2

mín. No caso em
que a distribuição dos erros σi é Gaussiana, minimizar a função (B.1) é equivalente à maximizar
a probabilidade

L ∝ exp
[
−

1
2
χ2(P)

]
. (B.4)

O método de minimização utilizado em nossos trabalhos consistiu na busca através da grade dos
parâmetros livres. Neste método, se condidera um intervalo razoável para os parâmetros livres
do modelo, com a esperança que o valor χ2

mín seja encontrado naquela região. Preferencialmente,
esta região é delimitada pelos limites físicos dos parâmetros livres, a menos que se possua
alguma informação adicional sobre algum(uns) parâmetro(s).

A grade dos parâmetros pode ser utilizada na estimativa dos erros associados aos parâmetros
livres. Estes erros — ou intervalos de confiança — são frequentemente estimados pela obtenção
das chamadas curvas de nível de χ2. Pode-se mostrar que as curvas de nível de χ2 no espaço
paramétrico correspondem a certos níveis de probabilidade (Press et al. 1992). Cada nível é
dado por ∆χ2 = χ2 − χ2

mín e corresponde a uma probabilidade de os parâmetros estarem dentro
do intervalo delimitado pelo nível. Também pode-se mostrar que esta probabilidade depende
do número de graus de liberdade ν, definido como

ν ≡ nº de pontos − nº de parâmetros livres . (B.5)

Finalmente, uma regra geral para se verificar a qualidade do ajuste é que o valor de χ2
mín para

um ajuste razoável deve ser próximo do número de graus de liberdade ν. Portanto, valores de
χ2

r ≡ χ
2
mín/ν ∼ 1 geralmente indicam um bom ajuste. Precisamente falando, a função χ2 torna-se

normalmente distribuída para altos valores de ν, com média ν e desvio padrão
√

2ν.
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Tabela B.1.: ∆χ2 como função do nível de confiança e graus de liberdade. Tabela reproduzida de Press
et al. (1992).

ν 68,3% 95,4% 99,73%

1 1,00 4,00 9,00

2 2,30 6,17 11,80

3 3,53 8,02 14,20

4 4,72 9,70 16,30

B.2. Marginalização de parâmetros

Um outro conceito importante a ser descrito é o da maginalização (Gregory 2005). Não são
poucos os casos em que algum (ou alguns) dos parâmetros do modelo não são de muito inter-
esse para o estudo a ser realizado. Um exemplo disso em nossas análises foi a constante de
Hubble H0. Considere que os parâmetros de um determinado modelo são P = {p1, p2}. Se nós
queremos saber a distribuição de probabilidade do parâmetro p1 a despeito dos valores de p2,
podemos resolver este problema somando a distribuição de probabilidade sobre todos os valores
possíveis que o parâmetro p2 pode assumir†. No caso de variáveis contínuas — o que ocorre
mais frequentemente — a marginalização é realizada pela integral

L(p1) =

∫
dp2L(p1,p2) , (B.6)

No caso em que a distribuição de erros dos dados é Gaussiana, podemos utilizar a probabili-
dade (B.4) e minimizar a função

χ̃2(p1) = −2 lnL(p1) = −2 ln
[∫

dp2 e−
1
2χ

2(p1,p2)
]
. (B.7)

As Eqs. (B.6) e (B.7) podem ser diretamente generalizadas para o caso de mais de dois
parâmetros. Dependendo da situação, esta integral pode ser resolvida analiticamente, como é o
caso da marginalização envolvendo testes de SNs Ia (Di Pietro & Claeskens 2003).

† É claro que, computacionalmente, não será possível realizar esta tarefa caso pelo menos um dos valores limite
do parâmetro seja infinito. A solução neste caso é considerar uma região na qual o valor do parâmetro seja
aceitável fisicamente, ou na qual já se tenha alguma segurança de que esta região compreende uma grande parte
da distribuição de sua probabilidade. No entanto, mesmo para casos deste tipo, o problema ainda poderá ser
resolvido se for realizada uma mudança de variáveis pertinente (veja a seção 4.4 de Press et al. 1992, para uma
descrição de alguns métodos que solucionam este problema computacionalmente em linguagem FORTRAN).
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