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Resumo

Aspectos Observacionais em Teorias f(R) no Formalismo de Palatini
Beethoven dos Santos

Tese submetida ao Observatério Nacional do Rio de Janeiro em 19 de abril de 2013,
como requisito parcial para a obtencdo do titulo de Doutor em Astronomia.

Como consequéncia da vasta quantidade de resultados observacionais existentes nos dias de
hoje, é consenso entre os cosmélogos que uma das principais caracteristicas do Universo atual
€ sua expansdo acelerada. No entanto, a origem desta aceleragdo ainda constitui o maior desafio
da cosmologia nos dias de hoje. No contexto da Relatividade Geral, podemos explicar esta
aceleracao mediante a inclusdo de uma componente exdtica de energia com pressao negativa,
a chamada energia escura. Mas os problemas dos principais candidatos neste contexto, dentre
eles, a constante cosmoldgica, alimentam o crescente interesse na busca por explicacdes alterna-
tivas para o mecanismo da aceleracdo. Teorias f(R) examinam a possibilidade de modificacdo
da Relatividade Geral de modo a explicar a expansao acelerada do Universo sem necessidade
de supor a existéncia de uma componente adicional de energia. Estas teorias modificam a La-
grangiana de Einstein—Hilbert pela substitui¢do do escalar de Ricci R por uma fun¢do f(R) mais
geral. As equacdes de campo que governam a dindmica cdsmica nessas teorias dependem do
formalismo variacional adotado.

Nesta tese, nds investigamos as consequéncias cosmoldgicas de alguns modelos f(R) no
formalismo variacional de Palatini. Trés cendrios foram investigados, a saber: os modelos ex-
ponencial, de Hu—Sawicki e lei-de-poténcia. Para todos eles, realizamos andlises observacionais
com dados da relagcdo magnitude—redshift de SNs Ia, estimativas da taxa da expansdao cosmica
H(z) e estimativas da razao CMB/BAO, que consiste no produto da escala acustica da radiagdo
cosmica de fundo £, com a posi¢do do pico das oscilagdes acusticas baridnicas. Para os mod-
elos de Hu—Sawicki e lei-de-poténcia, andlises envolvendo observacdes atuais de aglomerados
de galdxias também foram realizadas.

Para cada modelo testado, nés realizamos uma analise de y?, derivamos os vinculos teéricos
sobre os parametros de cada modelo e determinamos o espago de pardmetros permitido pelas
observacdes atuais. Para completar nossas andlises, construimos a histdria da expansdo para
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cada modelo investigado. Nossos resultados mostram que, pelo menos no nivel do background,
os dados utilizados ndo permitem a dinstin¢cdo entre os modelos testados no formalismo de
Palatini e 0 modelo ACDM.

Diferentemente de resultados anteriores para estes modelos no formalismo métrico, nds
mostramos que estes cendrios podem reproduzir a sequéncia padrdo das eras cosmoldgicas (era
da radiagdo, era da matéria e era da acelera¢do), mesmo sem a inclusdo da energia escura. No
caso do modelo f(R) exponencial, ainda é possivel mostrar que a aceleragdo do universo pode
ser um fendmeno transitério, com o estdgio atualmente acelerado sendo seguido por uma nova
fase dominada pela matéria.

Palavras chaves: Cosmologia; gravidade modificada; teorias f(R); formalismo de Palatini;
aceleracdo cosmica.



Abstract

Observational Aspects of the f(R) Theories in Palatini Formalism
Beethoven dos Santos

Thesis submitted to the Observatdrio Nacional of Rio de Janeiro on April 19th, 2013,
in partial fulfillment of the requeriments for the Doctor’s degree in Astronomy.

As consequence of the vast amount of observational results available today, it is consensus
among cosmologists that one of the main features of our universe is its accelerated expansion.
However, understanding the origin of this acceleration is still one of the biggest challenges in
cosmology today. In the context of General Relativity, it is possible to explain this acceleration
by including an exotic energy component with negative pressure, the so-called dark energy. But
the problems of the main candidates in this context, among them, the cosmological constant,
motivate the increasing interest in the search for alternatives explanations to the mechanism of
acceleration. f(R) theories examine the possibility of modifications in General Relativity in
order to explain the accelerated expansion of the Universe without introducing a dark energy
component. These theories modify the Einstein—Hilbert Lagrangian by replacing the Ricci
scalar R for a more general function f(R). The field equations that drives the cosmic dynamics
in these theories depend on the variational formalism adopted.

In this thesis, we investigated the cosmological consequences of some f(R) models in the
Palatini formalism. Three scenarios have been investigated, i.e.: the exponential, Hu—Sawicki
and power-law models. We have performed observational analyses using data of the magnitude-
redshift relation of SNe Ia, estimates of the expansion rate H(z) and current measurements of
the CMB/BAO ratio, i.e. the product of the cosmic microwave background acoustic scale {4
with the position of the baryon acoustic oscillations peak. For the Hu—Sawicki and power-law
models, analyses involving current observations of galaxy clusters were also performed.

For each model test, we performed an y? analysis, derived theoretical constraints on the
model parameters and determined the parametric space allowed by current observational data.
To complete our analyses, we construct the expansion history for each model. Our results
shows that, at least at the background level, the observational data used here do not allow the
distinction between the models tested in the Palatini formalism and the ACDM model.
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In contrast to previous results for these models with the metric approach, we show that these
scenarios are able to produce the standard sequence of radiation-dominated, matter-dominated
and accelerating eras, without need of dark energy. In the case of the exponential model, it is
possible to show that the current cosmic acceleration can be transitory phenomenon, with the
present-day epoch being followed by a new matter-dominated era.

Keywords: Cosmology; modified gravity; f(R) theories; Palatini formalism; cosmic acceler-
ation.
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Notacoes, convencoes e simbolos

Ao longo desta tese, expressdes em outros idiomas estardo escritas em itdlico. No que diz
respeito as unidades, adotaremos com frequéncia (exceto nos casos em que seja dito o contrario)
unidades em que ¢ = ap = 1. Além disso, o escalar de Ricci R serd dado em unidades de Hé e,
embora seja comum o uso de G = 1 na literatura, ndo serd utilizada tal notagdo. Ao invés disso,
utilizaremos com frequéncia a defini¢do x = 87G. Por fim, a unidade de distancia utilizada
como padrdo serd o megaparsec (Mpc): 1 Mpc = 3,26 x 10° anos-luz = 3,09 x 10** m.

No contexto matemdtico, a assinatura da métrica utilizada como padrao serd (— + ++). Du-
rante todo o texto, indices gregos (a, S, ...) irdo variar de 0 a 3, enquanto os latinos (i, j, ...) irdo
variar de 1 a 3. Indices repetidos irdo obedecer a convencio de soma de Einstein. Uma tentativa
foi realizada para se definir cada quantidade ou parametro em sua primeira ocorréncia no texto.
No entanto, a lista abaixo podera ser util no esclarecimento dos parametros mais frequentes.

Alguns simbolos:

hy,  Métrica conforme
h  Determinante de A,

r« Simbolos de Christoffel da métrica g,
{” } Conexoes de Levi—Civita da métrica g,
V.,  Derivada covariante formada com {"W}
@u Derivada covariante formada com I,
Tensor de curvatura generalizado
R, Tensor de Ricci generalizado

R Escalar de Ricci generalizado
Sm Acado da matéria
T, Tensor energia-momento

¢ Campo escalar genérico

¢ Campos de matéria (coletivamente)
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Algumas siglas e abreviacoes utilizadas

BAO Baryon acoustic oscillations (oscilagdes acusticas baridnicas)
BD Brans—Dicke
CDM Cold dark matter (matéria escura fria)
CMB Cosmic microwave background (radiagdo césmica de fundo)
DGP Dvali-Gabadadze—Porrati
FLRW Friedmann-Lemaitre—Robert—Walker
HST Hubble Space telescope
LSS Large scale structure (estrutura de grande escala)
MCP Modelo Cosmolégico Padrao
PC Principio cosmolégico
RE Relatividade Especial
RG Relatividade Geral
SNs la Supernovas tipo Ia

WMAP Wilkinson Microwave Anysotrope Probe
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Informacao eletronica

A maioria das referéncias utilizadas nesta tese pode ser encontrada na internet nos seguintes
enderecos:

e arXiv: http://arxiv.org
e INSPIRE: http://inspirehep.net
e SAO/NASA ADS Labs: http://labs.adsabs.harvard.edu/ui
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1 Introducao

Desenvolvimento das ideias em gravitacao. Desde a antiguidade, a busca pela com-
preensdo da natureza tem sido a nascente de diversas questdes fundamentais sobre o Universo
em que vivemos. Dos pensamentos dos filésofos gregos as descobertas de Sir [saac Newton no
século X VII, diversas teorias e visoes tem alimentado a evolugdo dos principais conceitos sobre
0 nosso cosmos. Durante todo este tempo, uma atencao especial sempre foi reservada ao con-
hecimento do mecanismo pela qual todos os corpos gravitam, muito provavelmente motivada
pelo fato de a gravidade estar relacionada com os fendmenos presentes na nossa vida didria.

Os primeiros estudos experimentais dos efeitos da gravidade terrestre sobre os corpos que
a habitam foram realizados por Galileu Galilei no final do século XVI. Utilizando péndu-
los e planos inclinados, Galileu implantou uma nova metodologia na investigacdo cientifica
mostrando a necessidade da realizag¢do de experiéncias no estudo dos fendmenos naturais. Neste
contexto, a gravidade terrestre teve um papel fundamental sobre as ideias de Galileu.

Cerca de um século apds os experimentos de Galileu, Isaac Newton uniu a gravidade ter-
restre com a gravidade celeste em uma tnica teoria, a Teoria da Gravitagdo Universal. As
ideias de Newton sobre a gravidade incorporavam dois conceitos importantes: a ideia de es-
paco absoluto e o chamado principio de equivaléncia fraco, que define que as massas inerciais
e gravitacionais sao iguais. Sintetizando as leis da mecanica Newtoniana com a lei do inverso
do quadrado, a teoria da gravitacdo de Newton obteve sucesso em explicar fenOmenos tanto em
escalas terrestres como em escalas planetdrias. Isto fez com que a gravitagdo Newtoniana fosse
considerada por muito tempo a teoria de gravidade correta, uma vez que ela descrevia todos os
aspectos da gravidade conhecidos naquela época.

Com a extrapolacdo da teoria de Newton ao entendimento do Universo, a cosmologia comecou
a dar os primeiros passos como ciéncia. Mas apesar dos éxitos desta teoria, diversos problemas
comegaram a surgir nos anos que se seguiram. A teoria Newtoniana ndo era capaz, por exemplo,
de prever o excesso na precessao da orbita de Mercurio, medido por Urbain Le Verrier e Simon
Newcomb, em 1855 e 1882, respectivamente. Além disso, os efeitos da gravitacio Newtoniana
ocorriam de forma instantanea e a teoria ndo fornecia uma explicacdo sobre a natureza da in-
teracdo gravitacional, apenas descrevia suas consequéncias. Os primeiros ataques as ideias de
Newton foram realizados ainda no século XVII por Gottfried Wilhelm Leibniz e, mais tarde,
por Ernst Mach em 1893, através de um conceito posteriormente chamado por Albert Einstein



2 CAPITULO 1. INTRODUGAO

de principio de Mach. Ambos colocavam duvidas acerca da no¢do Newtoniana de espaco abso-
luto. Em resumo, o principio de Mach estabelecia que a inércia de qualquer corpo tem que vir de
sua interacdo com todas as outras massas do Universo. Isto entrava em contradi¢do com a ideia
de Newton na qual a inércia de um corpo sempre era relativa ao espaco absoluto. As ideias de
Newton comecaram a ser reconsideradas e o maior desafio para a gravitagdo Newtoniana ainda
estaria por vir.

Foi em 1905 que Albert Einstein completou sua teoria da Relatividade Especial (RE), a partir
de dois postulados: o principio da relatividade, que diz que as leis da fisica sdo as mesmas em
todos os referenciais inerciais, e a constdncia da velocidade da luz, que define um valor maximo
para a velocidade de propagacao das informagdes no vacuo e torna esse valor constante em todos
os referenciais inerciais. O principio da relatividade fez a Relatividade Especial de Einstein
romper com o conceito de referencial absoluto de Newton. Uma dréstica consequéncia desta
nova teoria era que, embora ela fosse compativel com a teoria eletromagnética de Maxwell,
ela indicava que a mecanica Newtoniana deveria ser apenas uma aproximacdo no limite de
baixas velocidades comparadas a da luz. Em outras palavras, a Relatividade Especial extendia a
mecanica de Newtoniana e seus conceitos de movimento relativo iam além das ideias de Galileu
e Newton.

Mesmo obtendo sucesso na conciliagdo da dptica com a mecanica, a RE ainda carecia de
limitagdes conceituais, sendo a principal delas a restri¢@o a sistemas inerciais. Demorou exatos
dez anos até o proprio Einstein incorporar a gravitagdo em sua teoria da relatividade e estender
suas ideias aos sistemas ndo-inerciais. Sua nova teoria, a Relatividade Geral (RG), explicou
notavelmente o problema da precessdo de Merctrio, além de prever com precisdo a deflexdo
gravitacional dos raios de luz ao passarem pela vizinhanca do Sol, tal como foi medido por
Sir Arthur Eddington durante um eclipse solar em 1919. A diferenca mais dréstica entre a
Relatividade Geral e a gravitacio de Newton € que a primeira respondia a questdo quanto a
origem da gravidade. A RG € uma teoria geométrica do campo gravitacional. Nela, a gravidade
nao € uma for¢a e sim uma consequéncia do fato que a geometria do espaco-tempo € modificada
pela distribuicdo de matéria e energia presente. Devido aos sucessos observacionais nos anos
que se seguiram, a RG “derrubou” a gravitacio Newtoniana, tornando-a um caso limite para
baixas velocidades e campos gravitacionais fracos. Ainda hoje, ela permanece como a mais
bem aceita teoria para os fendmenos gravitacionais.

O Modelo Cosmoldgico Padrao e o status atual da cosmologia. A evolucio das ideias
a respeito do Universo sempre esteve ligada as mudancas na compreensao sobre a gravidade. O
desenvolvimento da RG fez a cosmologia experimentar nos tltimos cem anos as transformacgdes
mais radicais em seu curso. Estas transformag¢des forneceram a cosmologia uma sélida base
cientifica fazendo-a adquirir um cardter mais experimental em comparacdo ao cunho filoséfico,
metafisico e até mesmo religioso que ela carregou ao longo dos séculos.

Considera-se que o surgimento da cosmologia moderna ocorreu com a aplica¢ao das equacoes
de campo da RG na cosmologia, realizada pelo proprio Einstein dois anos apos ele ter desen-
volvido a RG. Mais tarde, os trabalhos de Einstein foram extendidos por de Sitter, Friedmann e
Lemaitre. Utilizando a RG em conjunto com o principio cosmologico (PC)*, Einstein publicou,

* O principio cosmoldgico estabelece que ndao ha nem local nem dire¢do preferencial na estrutura de grande escala
do Universo.
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em 1917 (Einstein 1917), o que é considerado o primeiro modelo cosmoldgico. Ele apresen-
tou este modelo como uma solugdo para suas equacdes de campo, que descrevia um universo
estatico, de acordo com as ideias e observacdes de sua época. A solucdo elaborada por Ein-
stein consistiu na introdu¢do de um termo repulsivo nas equacgdes de campo cujo efeito seria
contrabalancear o efeito atrativo da gravitagdo. Tal termo é comumente chamado constante
cosmologica e normalmente denotado pela letra grega A.

Recentemente, pesquisas envolvendo dados de distancias de supernovas tipo Ia (SNs Ia),
lideradas por Riess et al. (1998) e Perlmutter et al. (1999) tém corroborado a evidéncia de
que, atualmente, o Universo passa por uma fase de expansao acelerada em escalas cosmolog-
icas. Desde entdo, diversos modelos tém surgido na tentativa de se encontrar uma explicacao
plausivel para a origem desta aceleracdo. No modelo mais aceito atualmente, o chamado Mod-
elo Cosmologico Padrdo (MCP), a RG juntamente com o Principio Cosmolégico (PC) e uma
constante cosmoldgica governam a dindmica do universo. As bases tedricas deste modelo se en-
contram em forte concordancia com os resultados das observagdes astronOmicas mais recentes.
Tais resultados ainda reforcam a validade dos pilares que, juntos, constituem o MCP, ou seja,
a expansao do Universo, a nucleossintese primordial e a radia¢do cosmica de fundo (CMB) de
~ 2, 7K.

No cenério do MCP, o problema da aceleracdo € tratado através da inclusdo de uma constante
cosmoldgica ou, mais genericamente, uma componente de energia exdtica, a chamada energia
escura, com pressao negativa e responsavel por cerca de ~ 3/4 da densidade do Universo. Os
resultados observacionais que ddo suporte a existéncia desta componente exdtica de energia
incluem medidas de distancias de supernovas tipo la em redshifts intermediérios e altos (Riess
et al. 1998, Perlmutter et al. 1999, Riess et al. 2004, Astier et al. 2006, Sullivan et al. 2011,
Suzuki et al. 2012), medi¢des das anisotropias da radiacdo cdésmica de fundo (de Bernardis
et al. 2000, Komatsu et al. 2011), observagdes da estrutura de grande escala do Universo (LSS)
(Spinrad et al. 1997, Eisenstein et al. 2005), estimativas da idade do Universo (Krauss & Turner
1995, Chaboyer 1998, Jimenez 1996, Alcaniz & Lima 1999), medidas da fracdo de gis em
aglomerados de galaxias (Ettori et al. 2009), dentre outros.

Atualmente, o modelo mais simples e aceito para descrever a energia escura € o chamado
modelo de concordancia cosmica ou ACDM, onde a constante cosmoldgica A, com equagado de
estado p = —p (onde p e p sdo a densidade de energia e a pressdo, respectivamente), representa
a densidade do vacuo e assume o papel de energia escura. No entanto, este modelo apresenta
alguns problemas do ponto de vista tedrico como, por exemplo, a enorme discrepancia de aprox-
imadamente 120 ordens de grandeza entre o valor estimado pela teoria quantica de campos para
a densidade de energia do vicuo e o fornecido pelas observagdes cosmoldgicas para a constante
cosmoldgica (este € o chamado “problema da constante cosmolégica” (Weinberg 1989)). O
completo desconhecimento acerca da natureza da energia escura nos leva atualmente a um dos
principais problemas entre a fisica fundamental, a cosmologia e a astrofisica. Tal questdo per-
manece em aberto nos dias de hoje e € consenso que sua resposta trard profundas modificacdes
na fisica no seu nivel mais fundamental, como no modelo padrio da fisica de particulas.

Alternativas a RG e as teorias f(R). Os problemas do MCP mencionados acima foram os
principais fatores que contribuiram para o crescente interesse por alternativas a energia escura.
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Figura 1.1.: Evolu¢do do nimero de artigos sobre gravidade modificada que foram submetidos ao ArXiv
nas duas ultimas décadas. Fonte: Bookworm arXiv (http://arxiv.culturomics.org).

Nos ultimos anos, a busca por modificagdes na RG que expliquem os dados cosmoldgicos atuais
teve um aumento muito significativo (ver Fig. 1.1), abrindo um grande leque de possibilidades e
propostas concorrentes ao MCP. Podemos citar como exemplos tipicos de tais propostas 0os mod-
elos de Branas (Maartens 2004). No entanto, uma outra classe de teorias que vem recebendo
uma grande aten¢do por parte da comunidade cientifica sdo as chamadas teorias f(R) (Nojiri
& Odintsov 2007a, Capozziello & Francaviglia 2008, Sotiriou & Faraoni 2010, De Felice &
Tsujikawa 2010a). Estas teorias se caracterizam por uma generalizacdo da Lagrangiana na ac¢ao
de Einstein—Hilbert da RG,

1
SEn = Z(fd“x\/_—gR, (1.1)

por uma fun¢do mais geral do escalar de Ricci R,

1
Sy= ﬂfd“xv—_gf(R), (1.2)

onde k = 871G, G € a constante gravitacional de Newton, g € o determinante do tensor métrico
g (ver secdo 2.1) e consideramos unidades em que ¢ = 17.

Embora o aumento do interesse por mudangas na a¢do da gravidade seja relativamente re-
cente, a tentativa de substituicdo do escalar de Ricci R por uma funcdo f(R) ndo € nova e
esta tarefa ja havia sido realizada bem antes da ideia de uma energia escura e mesmo a teoria
da inflacdo terem sido propostas (Weyl 1919, Eddington 1923, Buchdahl 1970). No entanto,
essas tentativas eram motivadas apenas pela curiosidade cientifica. Com a descoberta da ex-
pansdo acelerada em 1998-99, um novo estimulo para as modificacdes na teoria de gravidade
surgiu a partir das observagdes astrofisicas e cosmoldgicas. Desde entdo, diversos modelos f(R)
tém sido apresentados com a fungdo de explicar a atual fase de expansdo acelerada do Uni-
verso através da modificacdo da acdo de Einstein—Hilbert e, consequentemente, das equacdes
de campo advindas desta agdo modificada (Capozziello et al. 2003, Carroll et al. 2004, Starobin-
sky 2007, Cognola et al. 2008, Hu & Sawicki 2007). O objetivo de tais modelos € a busca por
solugcdes das equagdes de campo, que levam a evolucdo cdsmica a uma aceleracao recente, sem
a necessidade de qualquer componente exdtica de energia.

Virios trabalhos foram publicados nos dltimos anos explorando as consequéncias tedricas e
observacionais das modificacdes na RG. O que parece consenso € que as teorias f(R) tendem

T Daqui em diante, a menos que a aparicio de ¢ seja extremamente necessdria, utilizaremos unidades em que
c=1.
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a ter sua funcionalidade dentro de certos regimes particulares. Um dos principais problemas
que essas teorias enfrentam consiste na extensdo de sua validade tanto em pequenas escalas
(vizinhaga solar, por exemplo) quanto em escalas cosmoldgicas. No entanto, sabe-se que este
tipo de problema nio afeta todas as formas de f(R) existentes. Algumas formas especificas que
estdo em concordancia com testes no Sistema Solar também aparentam serem vidveis em escala
cosmoldgica (Hu & Sawicki 2007, Starobinsky 2007, Nojiri & Odintsov 2006, 2007b).

Teorias f(R) examinam a possibilidade de modificagdo da RG em maior ou menor grau,
de modo a explicar a expansao acelerada do Universo sem necessidade de supor a existéncia
da energia escura. Como mencionado na anteriormente, a gravidade de Einstein é modificada
através da substitui¢do do escalar de curvatura R por uma fun¢do f(R) na acdo de Einstein—
Hilbert. As equacdes de campo obtidas apds o processo de extremizagdo da agdo irdo depender
fortemente do principio variacional adotado. Neste caso temos, basicamente, duas formulacdes
variacionais possiveis: a formulacdo métrica, em que o tnico campo livre da ac¢do é dado pela
métrica, e a formulagdo de Palatini, em que a métrica e as conexdes sdo considerados campos
independentes. Dependendo da formulacdo adotada, as equacdes de campos serdo bastantes
diferentes. Do ponto de vista puramente observacional, é importante mencionar que, apesar de
explicar a expansdo acelerada, a maioria das teorias f(R) na formula¢do métrica tem apresen-
tado problemas de estabilidade, além de, em alguns casos, ndo conseguir reproduzir a chamada
era da matéria na expansao cosmoldgica (Amendola et al. 2007b) (veja também (Capozziello
et al. 2006b) para uma conclusao diferente). Por outro lado, as teorias f(R) na formulagdo de
Palatini, além de explicarem a expansao acelerada sem necessidade de energia escura, apresen-
tam estabilidade e reproduzem muito bem todas as eras cosmoldgicas (Amarzguioui et al. 2006,
Fay et al. 2007, Santos et al. 2008, Carvalho et al. 2008, Campista et al. 2011).

Estrutura da tese. Nesta tese, nds investigaremos as consequéncias cosmoldgicas de trés
formas funcionais f(R) no formalismo de Palatini e apresentaremos os resultados a respeito da
viabilidade observacional destas teorias f(R) neste formalismo. As formas funcionais inves-
tigadas sdo (como sdo conhecidas na literatura): fungdo exponencial, fungdo de Hu—Sawicki
e funcdo lei-de-poténcia. Nossa metodologia consiste na comparacdo observacional destes
modelos* com os resultados das observacdes cosmoldgicas mais recentes envolvendo a re-
lacdo magnitude—redshift de SNs Ia, estimativas da taxa de expansdo cosmica H(z), fracao de
gds em aglomerados de galdxias e medi¢des do produto da escala acustica da CMB ¢4 com a
posicdo do pico das oscilagdes acusticas baridnicas (BAO), daqui em diante denominada “razao
CMB/BAO”. Para cada modelo testado, nds realizaremos uma andlise de y?, derivaremos os vin-
culos tedricos sobre os parametros de cada modelo e determinaremos o espaco de parametros
permitido pelas observacdes atuais. Nossos resultados mostram que, com exce¢do do modelo
exponencial, os modelos investigados no formalismo de Palatini sdo indistinguiveis do modelo
ACDM, pelo menos no nivel do background®. Diferentemente de resultados anteriores en-
contrados com o formalismo métrico, nés mostraremos que estes cendrios podem reproduzir a
sequéncia padrio das eras cosmoldgicas, mesmo sem a inclusdo de uma constante cosmoldgica,
o que € exigido no modelo ACDM. Para o modelo exponencial mostramos ainda a possibili-

* Nesta tese, um modelo é definido pela unifio de uma forma funcional f(R) e o formalismo variacional adotado.
% Isto é, sem considerar os efeitos das perturbagdes cosmolégicas.
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dade de uma aceleracdo transitdria, o que estd de acordo com alguns requerimentos da teoria de
cordas (Fischler et al. 2001).

Além deste, mais sete capitulos formam o corpo principal desta tese. Iniciaremos a primeira
parte do texto com uma breve revisdo de alguns conceitos tedricos e observacionais que con-
stituem a base do Modelo Cosmoldgico Padrao, mostrando como o MCP esté totalmente funda-
mentado na Relatividade Geral. No capitulo 3, discutiremos o problema da aceleracdo cosmica
e introduziremos algumas alternativas a RG e ao MCP. No capitulo 4 revisaremos os funda-
mentos, alguns aspectos observacionais e as principais motivacdes por tras das teorias f(R),
discutindo as caracteristicas mais relevantes dos formalismos métrico e de Palatini, além das
divergéncias entre ambos. A contribuicao original desta tese serd apresentada em sua segunda
parte, mais especificamente nos capitulos 5, 6 e 7. Neles apresentaremos e discutiremos as
consequéncias cosmoldgicas de trés formas funcionais f(R) no formalismo de Palatini, a saber:
o modelo exponencial, o de Hu—Sawicki e modelo lei-de-poténcia. Veremos que nossos re-
sultados demonstraram a viabilidade dessas teorias quando se considera a histéria da expansao
cosmica. Completaremos a leitura base desta tese apresentando, no oitavo e ultimo capitulo,
as principais conclusdes dos nossos trabalhos e as perspectivas sobre novos resultados. Final-
mente, apresentaremos de maneira breve nos apéndices A e B algumas quantidades observa-
cionais e as ferramentas estatisticas utilizadas em nossos trabalhos, respectivamente.



Parte l.

CONCEITOS TEORICOS






2 Relatividade Gerale o
Modelo Cosmologico Padrao

Resumo: Uma revisdo dos principais conceitos
da Relatividade Geral é brevemente apresentada.
Os pilares que constituem o Modelo Cosmoldgico
e algumas de suas consequéncias sao discutidas.

Existem alguns requerimentos minimos que qualquer teoria relativistica de gravidade deve
satisfazer. Entre eles, ela deve reproduzir a dindmica Newtoniana no limite de campo fraco,
de modo a explicar os resultados das observagdes astrondmicas locais. Ela deve, por exemplo,
descrever as Orbitas dos planetas e o potencial de estruturas gravitacionalmente ligadas. Ela
deve também passar nos bem estabelecidos testes do Sistema Solar (Will 1993); reproduzir a
dindmica galactica, incluindo nessa dinamica, os componentes observados (como as estrelas,
planetas, poeira e gds), a radiacdo e o potencial Newtoniano, uma vez que ele é extrapolado
para escalas galdcticas; descrever a estrutura de grande escala (aglomerados de galédxias, por
exemplo), além de descrever também a dindmica cosmoldgica, reproduzindo, de uma maneira
consistente, os parametros cosmoldgicos como, por exemplo, a taxa de expansdo, a constante
de Hubble e os parametros de densidade.

A Relatividade Geral € a teoria mais simples que tenta satisfazer os requerimentos citados
acima. Ela se baseia na suposi¢do de que o espago € o tempo ndo mais representam entidades
absolutas mas sim, devem ser unidos em uma Unica estrutura, o espaco-tempo. A RG nos
diz que, ao contrario de outros campos na natureza (campos eletromagnéticos, por exemplo)
a gravidade € a manifestacdo da curvatura do espago-tempo. No limite em que ndo existem
forcas gravitacionais, o espago-tempo da RG deve reproduzir a estrutura de espago-tempo de
Minkowski.

Embora tenha elaborado rapidamente as bases fisicas que tornariam possivel a RG, Einstein
ainda ndo dispunha de uma representacdo matematica plausivel para suas ideias. Isto s6 foi
possivel apds ele ter feito uso das ideias apresentadas por Riemann, que definiu que o Universo
deve possuir um espaco-tempo curvo (ndo-euclidiano), no qual a distribuicdo de matéria deve

9
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influenciar localmente a curvatura da estrutura do espago-tempo. Esta curvatura tem que ser
estabelecida através das observagdes astrondmicas (Eisenhart 1997). Uma outra propriedade do
espaco-tempo da RG € que ele é Lorentziano, ou seja, sua métrica possui sinais mistos, algo
que foi herdado da Relatividade Especial.

A RG ¢ fortemente baseada em quatro suposicdes que qualquer teoria de gravitacdo tem
que satisfazer. Sao elas: O principio da relatividade, que requer que todos os referenciais
sejam equivalentes do ponto de vista fisico, de tal maneira que nenhum referencial deve ser
preferido em relacao a todos os outros, seja ele inercial, ou ndo; o principio da equivaléncia,
que requer que os efeitos inerciais sejam localmente indistinguiveis dos efeitos gravitacionais
(isto leva a equivaléncia entre as massas inerciais e gravitacionais); o principio da covaridncia,
que requer que as leis da fisica devam ter a mesma forma em todos os sistemas de coordenadas;
e o principio da causalidade, que exige que cada ponto do espago-tempo deve admitir uma
nog¢ao universalmente valida do passado, presente e futuro.

2.1. Ferramentas da Relatividade Geral

Existem diversas quantidades fisicas e ferramentas mateméticas que precisamos conhecer para
realizarmos os célculos necessarios tanto em Relatividade Geral como em qualquer teoria de
gravitagdo. A mais fundamental dessas quantidades € a métrica g,,, que € um tensor simétrico
e tem um papel fundamental tanto em RG quanto em cosmologia. Ela é um tensor ndo-
degenerado, ou seja, g = det(g,,) # 0. Com isso, podemos definir a métrica inversa como

8"8va =0y, 2.1)

onde a simetria de g,, (g, = &) implica na simetria de g"”. Einstein postulou que as forcas
gravitacionais devem ser descritas pela curvatura que o campo do tensor métrico gera em
uma variedade espaco-temporal quadridimensional. Na RG, a métrica possui uma assinatura
Lorentziana e, daqui em diante, serd assumida como sendo (—, +, +, +).

A métrica g,, possui diversas caracteristicas importantes. Ela realiza na RG o mesmo papel
do potencial gravitacional ® na gravitacdo Newtoniana. Ela também nos fornece, uma nocao
de “passado” e “futuro”, além de nos permitir calcular o tempo préprio e o intervalo de espago-
tempo entre dois eventos (Carroll 2004). Uma outra caracteristica importante da métrica € que
ela pode ser utilizada para abaixar e levantar indices. A partir da métrica, nés podemos definir
o elemento de linha

ds* = g, dx“dx”, (2.2)

onde dx* € um deslocamento infinitesimal na dire¢ao de x*.

Uma das ferramentas mais utilizadas sempre que cédlculos em RG sdo realizados sdo os
chamados simbolos de Christoffel, definidos em fun¢do da métrica como

Iy = {auV} = %gaﬁ (gﬁv,ﬂ + 8upy ~ guv,ﬁ) ) (2.3)

66 9

,” representam as
derivadas parciais com relagio a componente em questdo (, = d, = 0/0x*)*. Uma vez que uma

onde {"W} sdo as conexodes de Levi—Civita para a métrica g, € os simbolos

* Nesta tese iremos, possivelmente, alternar entre estas notacoes.
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métrica g, € dada, sua curvatura € expressa pelo fensor de Riemann (ou tensor de curvatura)

Rauﬁy — r(tﬂvﬁ _ Faﬂﬁ,v + rrrﬂvl—wo_ﬁ _ F(T/lﬁl—*aw , (2 4)
onde sua contracao
R/JV = Ra,uav ’ (25)

€ o tensor de Ricci. O trago da Eq. (2.5) fornece o escalar de Ricci

R = R,u# = gpva N (26)
que € a ultima quantidade necessdria para podermos construir o tensor de Einstein
1
Gy =R, — zRgu . (2.7)

2

2.2. As equacoes de campo da Relatividade Geral

Na RG, a curvatura do espago-tempo € determinada localmente pela distribuicao de matéria e
energia, onde esta distribui¢@o € dada pela tensor energia-momento T,,. Para um fluido perfeito
o tensor energia-momento é dado por

T,uv = (p +p)uuuv + P8uv» (28)

onde p e p sdo a pressao e a densidade de energia do fluido, respectivamente, e u,, € a quadrive-
locidade de um observador comdvel com o fluido, definida por

dx*
u, = , 2.9
oV Zde
onde w*u, = —1. Em forma matricial, podemos escrever este tensor energia-momento como
-0 0 0 O
0 0
Ty, = P , (2.10)
0 0 poO
0 0 0 p
cujo trago é
T=¢g"T,=-p+3p. (2.11)

Com o objetivo de obter as equagdes de campo para sua nova teoria, Einstein utilizou uma
analogia com a equacao de Poisson, uma vez que esta descreve o potencial gravitacional New-
toniano. Ele entdo postulou as seguintes equacdes de campo para a dindmica das forcas grav-
itacionais

K

va = ETyv s

(2.12)
onde k = 871G € a constante de acoplamento. Como mostrado por Hilbert, essas equagdes ndao
tinha uma origem variacional, uma vez que, segundo ele, ndo havia uma Lagrangiana que a re-

produzisse. Para Hilbert, elas se mostraram insatisfatorias do ponto de vista fisico e matematico.
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Mais tarde, Einstein retrucou, dizendo saber deste problema, pois elas ndo satisfaziam a equagao
de continuidade de qualquer tipo conhecido de matéria. Para esclarecer melhor, considere que
a matéria pode ser descrita como um fluido perfeito, ou seja, com o tensor energia-momento
T,, dado pela Eq. (2.8). Entdo a equacio de continuidade requer que 7, seja covariantemente
constante, ou seja, que satistaca a lei de conservacao

VAT, =0, (2.13)

onde V¥ € a derivada covariante com relacao a métrica. A inconsisténcia com a Eq. (2.12) surge
por que, a menos que R = 0, temos V¥R, # 0 (Capozziello & Francaviglia 2008).

Einstein e Hilbert concluiram, de maneira independente, que as equagdes de campo (2.12)
deveriam ser substituidas pelas equacdes corretas

R
Guw =Ry — ng = kT, (2.14)

onde G, € atualmente chamado de fensor de Einstein de g,,. Estas equacOes possuem origem
variacional e satisfazem as leis de conservagdo (2.13). Isto se deve ao fato de V*G,, = 0, que
segue das chamadas identidades de Bianchi:

RO’/,[(Y,B;V + R(Tyva;ﬁ + Ra’,u,Bv;(x =0. (215)

Podemos notar aqui que, embora possivel, ndo € estritamente necessdrio a obtencdo das
equagdes de campo da RG a partir de uma formulacio Lagrangiana (ou variacional). E impor-
tante esclarecer no entanto que, uma vez que esta formulacdo € a base por trds das teorias f(R),
€ de nosso interesse demonstrar, no proximo capitulo, como podemos chegar a estas equacoes
a partir de uma acao.

2.3. O formalismo Lagrangiano da Relatividade Geral

Uma vez que a RG assume que o unico campo que media as interacdes gravitacionais € a
métrica, e que qualquer outro campo esta associado as campos de matéria, podemos dividir a
Lagrangiana da RG em uma soma de uma “Lagrangiana da matéria” L,,, cuja derivada varia-
cional fornece T}, ou seja,

o2 6[\/—_g.£m<gw,w)]’ 016

V=g og”

onde g € o determinante da métrica g,, e ¥ refere-se coletivamente aos campos de matéria, e

uma “Lagrangiana gravitacional”, ou Lagrangiana de Einstein—Hilbert,

R
2K

Podemos entdo formar a seguinte acao

5 =[xz Lon+ Lutgu)]

1
= Z(fd4x \/—_gR+ fd4x \/__ng(guv’w)
S as (2.18)
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onde o primeiro termo do lado direito ¢ comumente chamado de a¢do de Einstein—Hilbert e ja
foi definido pela Eq. (1.1).

A utilizacdo da formulacdo Lagrangiana na obten¢do das equagdes de campo tem um papel
de extrema importancia no desenvolvimento de teorias alternativas de gravidade. Podemos citar
dois aspectos vantajosos desta escolha. Uma das vantagens € uma maior facilidade na compara-
cdo de teorias alternativas de gravidade por meio de uma acdo, ao invés da andlise direta das
equagdes de campo. Um outro ponto a favor € um melhor entendimento fisico quando teorias
alternativas de gravidade s@o descritas por meio de uma acao (termos cinéticos, dinAmicos e
acoplamentos). Deixaremos os detalhes envolvendo modelos alternativos de gravidade para o
proximo capitulo. Na préxima secdo, discutiremos as consequéncias da aplicagdo da RG no
contexto cosmoldgico e como as observagdes contribuiram para o seu sucesso.

2.4. O Modelo Cosmoldégico Padrao

Na cosmologia moderna, as questdes que representam nosso melhor entendimento dos dados
observacionais formam o que chamamos hoje de Modelo Cosmologico Padrdo. Este modelo é
baseado na suposi¢do de que as interacdes gravitacionais que dominam o Universo em grande
escala sdo regidas pelas equagdes de campo da RG. Mas a base fundamental deste modelo
¢ formada por dois principios: o principio cosmologico e o postulado de Weyl. De acordo
com o principio cosmoldgico, a distribui¢do de matéria no Universo é homogénea e isotrpica
em grandes escalas de distancia. Neste sentido, “grandes escalas” deve ser entendido como
“células” com diametro maior que cerca de 100 Mpc, tamanho suficiente para incluir muitos
aglomerados de galaxias. O postulado de Weyl introduz a ideia de que o conteudo que permeia
o Universo pode ser descrito como um fluido tipo-perfeito, uma vez que seus constituintes
(galéxias) possam ser consideradas como “particulas” neste fluido. O Modelo Cosmoldgico
Padréo € formado pelo conjunto de teorias que, como consequéncia destas suposi¢des, formam
um consenso entre a comunidade atual. Esta secido apresenta os principais ingredientes que
constituem o MCP, além de mostrar as bases observacionais e tedricas que o suportam.

2.4.1. Bases observacionais

O crescente avango das observacgdes astrofisicas nos ultimos anos permitiu o surgimento de
algumas questdes de muito interesse sobre as caracteristicas do nosso Universo. As principais
sdo: a existéncia da matéria escura e energia escura; a necessidade de entender a evolugdo das
pertubagdes de densidade no Universo primordial; e a inflacdo, o possivel mecanismo fisico
gerador destas pertubagdes. E consenso, no entanto, que as respostas para estes problemas
atuais terdo que estar de acordo com os chamados pilares do Modelo Cosmolégico Padrao, os
quais descreveremos a seguir.

A expansao do Universo. Atualmente, a expansao do Universo € um fato bem estabelecido.
Até o inicio do século XX, com a crenga de que o Universo seguia um modelo estaciondrio, a
expectativa geral era de que fossem encontradas evidéncias de que as galdxias apresentassem
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um movimento aleatério. No entanto, algumas observacgdes j4 indicavam que a maioria das
galdxias apresentam um desvio para o vermelho (redshift) em suas linhas espectrais, embora
algumas galdxias préximas de nés apresentem um desvio para o azul (blueshift). De fato, a
nebulosa M31 (Andromeda) esta se aproximando de nossa galdxia, o que € indicado pelo seu
blueshift. As primeiras evidéncias observacionais da expansao foram apresentadas por Slipher
(1912), sendo definitivamente descoberta por Hubble (1929). Hubble analisou o espectro de
algumas galdxias espirais com suas distancias razoavelmente conhecidas. Ele apontou uma forte
evidéncia para uma relacdo aproximadamente linear entre as velocidades de recessdao destas
galdxias e a distancia r até nds (v o< r). Hoje escrevemos esta relacdo na forma

v=H@)r. (2.19)

O parametro H(t) é o chamado pardmetro de Hubble e seu valor atual Hy = H(#,) é conhecido
como constante de Hubble. A equagdo acima representa a lei de Hubble e sua validade j4 foi
comprovada através de observacdes de milhares de galdxias relativamente proximas.

A lei de Hubble indica que o Universo estd se expandindo, e esta expansao € comumente
chamada de fluxo de Hubble. E natural pensarmos que, se é observado que as galdxias estdo
se afastando de nos, isto poderia significar que estamos localizados no centro do Universo. No
entanto, considerando a suposicdo de que o Universo é homogéneo e isotropico, € necessario
que exista um fator de expansdo comum para as distdncias entre pares de galdxias. Assim,
se um observador em uma galdxia A v€ o Universo se expandindo com um fator de escala
a(t), qualquer outro observador em uma galdxia B verd esta expansdo com o mesmo fator. Em
outras palavras, o Universo ndo possui um centro geométrico. Em termos do fator de escala, o
pardmetro de Hubble é definido como

H() = aw , (2.20)
a(r)
onde um ponto “.” representa a derivada com relacao a r. Uma outra forma de expressar a lei de
Hubble € escrevé-la em termos do redshift observado z, definido por
7= M, (2.21)
/le
onde A, e A. sdo os comprimentos de onda observado e emitido por uma fonte luminosa, re-
spectivamente. Para objetos com velocidades muito menores do que a velocidade da luz ¢, o
efeito Doppler nos dd 4, =~ (1 + v/c)A.. Logo, para baixas velocidades (v < ¢) e baixos valores
de z (z < 1) temos
z:;. (2.22)

Substituindo o valor de v da equacdo acima na Eq. (2.19) temos

c
r~—z, (2.23)

Hy
onde a introdu¢do de H, se justifica por estarmos considerando o universo préximo. Vemos
entdo que, para z < 1, a lei de Hubble se traduz em uma relagdo linear da distdncia com o

redshift.
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Figura 2.1.: Resultado final do HST para a constante de Hubble (Freedman et al. 2001). A incerteza em
Hy é de +8kms~! Mpc™!

O fator de escala a(f) descreve como as distancias em um universo homogéneo e isotrépico
se expandem ou se contraem com o tempo, afetando assim, todas as distancias cdsmicas. Como
consequéncia disso, 4, € A, sdo relacionados por (Weinberg 1972)

A A
ag a®’
onde ay = a(t = ty) representa o valor atual do fator de escala. Deste modo, podemos relacionar

o redshift e o fator de escala reescrevendo a Eq. (2.21) como

(2.24)

l+z=—. (2.25)

Daqui em diante assumiremos ay = 1, de modo que a relacdo fator de escala—redshift sera
dada pora = (1 +z)7".

Podemos ver através da Eq. (2.19) que H(¢) tem dimensdo de inverso de tempo. Com isso,
este parametro pode ser utilizado para definir uma escala de tempo para a expansdao do Uni-

verso. E comum expressar a constante de Hubble como Hy = 1002 km s~ Mpc™!, onde / é uma
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quantidade adimensional. Atualmente o valor de & ndo € conhecido com precisdo. Apenas
recentemente, com o avango tecnolégico dos instrumentos utilizados em astronomia, tém-se
obtido melhores estimativas para este valor. Uma notdvel contribui¢cdo para nosso conheci-
mento sobre valor de H, se deve ao Hubble Space Telescope (HST) Key Project (Freedman
et al. 2001). O objetivo principal deste projeto foi determinar o valor de Hy utilizando cefeidas
em galaxias espirais proximas. O valor medido pelo HST para 4 foi de 0.72 + 0.08. Resultados
mais recentes apontam para um valor de 0.738 + 0.024 (Riess et al. 2011). A Fig. 2.1 mostra
os resultados do HST, onde se observa uma certa consisténcia entre os indicadores de distancia
utilizados nas anélises.

A nucleossintese primordial. Os elementos leves que observamos hoje (D, *He, “He e
"Li) foram formados nos primeiros 3 minutos do Universo, quando este era constituido por um
plasma fortemente ionizado. Os elementos mais pesados foram sintetizados mais tarde pelas
estrelas e ejetados ao espago através de processos astrofisicos como, por exemplo, supernovas.
Até 1 segundo ap6s o Big Bang, o equilibrio entre elétrons, pdsitrons, neutrinos, fétons, prétons
e néutrons era mantido através das reagdes fracas e nucleares. A temperatura do Universo neste
instante era de aproximadamente 10!° K (kT ~ 1 MeV). A partir daf, as reacdes fracas deixaram
de predominar e teve inicio a nucleossintese primordial, que ndo depende das propriedades do
Universo antes do primeiro segundo, devido a situa¢do de equilibrio anterior a este estigio.
O processo de producdo dos elementos leves ocorre durante cerca de 3 min apds o Big Bang,
quando o Universo atinge uma temperatura da ordem de 10° K (kT ~ 100 KeV).

A nucleossintese estelar, através do processo de fusdo nuclear, dificulta as observagdes das
abundancias dos elementos leves produzidos na nucleossintese primordial. Portanto, para ver-
ificar as previsdes da nucleossintese primordial ocorrida nos primeiros minutos do Universo,
devemos observar regides pobres em metais, onde os efeitos da nucleossintese estelar (destru-
icio de deutério e 'Li e sintese de “He) sdo minimizados. Peebles (1966) foi o primeiro a
calcular quantitativamente as abundancias de deutério, *He e *He. A abundincia observada de
“He, da ordem de 24%, é superior a duas vezes o que pode ser sintetizado no interior das es-
trelas. Esta abundéncia observada € em si uma forte evidéncia em favor de uma nucleossintese
primordial.

De acordo com o Modelo Cosmolégico Padrio, as abundancias primordiais de nicleos leves
dependem apenas de um parametro, a razao entre o nimero de bdrions e fétons, 1 = ny/n.
Como a densidade numérica de fétons € bem determinada, estas observa¢des nos dao a den-
sidade de barions no Universo. As abundincias primordiais previstas para todos os quatros
elementos leves estdo de acordo com as abundancias observadas para valores de 7 em torno de
2 —6x 1071% (Copi et al. 1995). A concordancia entre a nucleossintese primordial e as obser-
vacdes ¢ um dos maiores argumentos a favor da teoria do Big Bang.

A radiacao césmica de fundo. Quando tentamos observar o passado, surge um instante
limite a partir do qual € impossivel realizarmos qualquer tipo de observacdo. Neste instante
ocorre o desacoplamento dos fétons que permeiam o Universo opaco e, a partir dai, o Uni-
verso torna-se transparente. A tabela (2.1) nos mostra uma descri¢ao cronoldgica dos principais
eventos que ocorreram no Universo desde a nucleossintese primordial.
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Figura 2.2.: Ajuste de um espectro de corpo negro da CMB com dados COBE/FIRAS (Fixsen et al.
1996).

Utilizando o Modelo Cosmolégico Padrao, Gamow (1948) foi o primeiro a prever que o

Universo deveria estar permeado por uma radiacdo de corpo negro, com um brilho dado pela lei

de Planck: A 5
2 Vv

B(T)=— ) 2.26

) c exp(hv/kT) — 1 (2.26)

Em 1965, Penzias e Wilson (Penzias & Wilson 1965) publicaram a descoberta da radiacdo
cOsmica de fundo (CMB) na faixa de 4080 Mhz, e a interpretacdo desta descoberta foi publicada
no mesmo ano por Dicke, Peebles, Roll e Wilkinson (Dicke et al. 1965). A temperatura medida
foi de 3,5 + 1,0K. O espectro da CMB ¢é consistente com o de um corpo negro (ver Fig. 2.2)
e o valor de sua temperatura, obtido pelo FIRAS (Far Infrared Absolute Spectrophotometer) e
pelo satélite COBE (COsmic Background Explorer) é de 2,725 + 0,002 K (Mather et al. 1999).

A radiacdo cosmica de fundo € extremamente isotropica em praticamente todas as escalas
angulares. No entanto, ainda é possivel notar algumas anisotropias, que podem ser observadas
se forem subtraidas as contribui¢cdes do dipolo cinemético, da temperatura média da CMB e da
Via-Léctea. Elas foram detectadas pela primeira vez pelo satélite COBE (Smoot et al. 1992). A
partir do inicio deste século, mapas de maior resolucao dessas flutuacdes foram obtidos a partir
de experimentos de alta precisdo como o BOOMERanG (de Bernardis et al. 2000) e o MAX-
IMA (Balbi et al. 2000), pelo satélite WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) (Spergel
et al. 2003) e, mais recentemente, pelo satélite Planck, da ESA (European Space Agency) (ver
Fig. 2.3).
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Figura 2.3.:

Planck. Fonte: (http://www.esa.int/Our_Activities/Space_Science/Planck).

Tabela 2.1.: Historia térmica do Universo baseada no modelo ACDM (dados retirados de Neto (2012)).

Evento Idade z T (K) kT

Hoje 13,7 105 anos 0 2725 235% 10 eV
Equiparticdo energ. esc.—matéria 9,95 X 109h;(} anos 0,326 3,61 3,1 x10*eV
Fim da reionizagio ~ 0,92 x 10%h5) anos ~6 ~19 1,6 x 1073 eV
Inicio da reionizacio ~ 0,18 x 10°h;) anos ~20 ~ 57 49x1073eV
Desacoplamento dos fétons 0,4 x 10°h;] anos 1100 3000 0,26eV
Recombinagio 2.7 x 10°h~! anos 1400 3800 0,33eV
Equiparti¢io matéria—radiacdo 58 x 10°h~" anos 3400h3, 9200h3, 0,8n%, eV
Nucleossintese 1-500s 025-55%x10° 0,7-15%x10° 0,06 - 1,3MeV

A medida fundamental em estudos da CMB € a temperatura T da radiacdo de fundo em uma
dada direcdo sobre o céu. O procedimento usual para se quantificar teoricamente as anisotropias
da CMB consiste em expandir a distribuicdo de T sobre toda a esfera celeste como uma soma
sobre harmonicos esféricos’

AT TOH) -T <&
—(0.9) = % =), D am¥u(0.9) (2.27)
=1 m=-¢

onde 6 e ¢ sdo os angulos esféricos usuais e os coeficientes ay, especificam o tamanho das
flutuacdes em diferentes escalas e sdo assumidos como sendo estatisticamente independentes.
Sabe-se hoje que as flutuacdes descritas pela Eq. (2.27) sdo da ordem de 10~°> K (Smoot et al.
1992).

O requerimento que as propriedades estatisticas sejam independentes da escolha da origem

T Amendola & Tsujikawa (2010) apresentam uma derivacio mais completa para as pertubacdes sobre T
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Figura 2.4.: Espectro de poténcia da CMB em fun¢do do momento £ e da escala angular 6 = 7/¢.
A curva sélida representa a previsdo tedrica do modelo ACDM (ver secdo 3.3.1), en-
quanto que os pontos escuros correspondem aos dados do 7° ano de resultados do WMAP.
Fonte: WMAP (http://wmap.gsfc.nasa.gov).

das coordenadas 6 e ¢ (invariancia rotacional) significa que o resultado ndo pode depender da
escolha do indice m, tal que o espectro de poténcia angular C, da radiagdo depende apenas de £.
O indice ¢ nos fornece uma escala angular, com pequenos valores de £ correspondendo a grandes
escalas angulares e maiores valores de £ correspondendo a escalas angulares menores. O termo
¢ =1 corresponde ao termo de dipolo que € entendido como sendo devido ao movimento da
Terra com relagdo a CMB, via efeito Doppler. Este termo nada nos diz sobre as propriedades
intrinsecas da CMB, tanto que, frequentemente, mapas da CMB sdo mostrados com o termo de
dipolo j4 tendo sido removido. Sdo os modos restantes, a partir do termo de quadrupolo (£ = 2),
que sdo atribuidos as flutuacdes na distribuicdo de matéria na época do desacoplamento.

De modo a compararmos as observagdes com a teoria, estamos interessados apenas nas pro-
priedades estatisticas dos coeficientes a;,, quantificados pelo espectro de poténcia angular da
radiagdo, conhecido pela notacdo C, e definido por

Cr = laml) , (2.28)

que pode ser entendido como uma média sobre todos os possiveis observadores no Universo.

A Fig. 2.4 mostra as flutuacdes tedricas £(¢ + 1)C;/2m em funcdo de ¢, juntamente com
os resultados do 7° ano do WMAP (Komatsu et al. 2011). Grandes escalas correspondem a
pequenos valores de ¢ pela relacdo 8 = /€ = 180°/¢. O padrdo quantitativo dos picos e vales
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no espectro de poténcia ndo muda de maneira significativa com modelo cosmolégico adotado,
no entanto, sua estrutura detalhada sim. Medi¢des suficientemente precisas dessas estruturas
podem, portanto, descartar ou favorecer modelos cosmoldgicos. Atualmente, a modelagem do
espectro de poténcia da CMB tem se tornado acessivel a comunidade através de ferramentas
computacionais como, por exemplo, 0 CMBFAST* e 0 CAMB?,

Flutuacdes de ~ 10’ nos mapas da CMB correspondem a massas de ~ 2,0 — 2,5 X 10"*M; na
chamada superficie de uiltimo espalhamento, que corresponde a0 momento em que o Universo
se torna transparente (Neto 2012). Esta escala de massa corresponde aos aglomerados galdcticos
e, portanto, é provavel que flutuacdes da CMB desta magnitude correspondam aos “embrides”
de aglomerados semelhantes aos observados no universo proximo. Como vemos, a radiacdo
cOsmica de fundo fornece a maior evidéncia de que o Universo foi denso e quente em seu inicio,
tal como previsto pelo Modelo Cosmolégico Padrao, motivo pelo qual este modelo também ¢é
chamado por Hot Big Bang.

2.4.2. Principio cosmologico e a métrica de Robertson—Walker

Como vimos na se¢do 2.4.1, as observagdes realizadas por Hubble trouxeram a época uma nova
visdo sobre a dinAmica cOsmica através da descoberta da expansdo. No entanto, os resultados
de suas observagdes foram mais além. Suas observagdes sobre a distribui¢do espacial das galax-
ias analisadas também confirmaram as previsdes do principio cosmologico que, como vimos,
estabelece que todas as posi¢cdes no Universo s@o essencialmente equivalentes.

A teoria da Relatividade Especial nos diz que juntos, espago e tempo formam um espago-
tempo quadridimensional. Assim, nés podemos calcular a distdncia quadridimensional entre
dois eventos no espaco-tempo. Se um evento ocorre nas coordenadas (, r, 6, ¢) e outro ocorre
em (t +dt,dr +r,0 + db, ¢ + d¢), entdo, segundo as leis da RE, a separacdo no espago-tempo
entre estes dois eventos serd dada por

ds* = —dt* + dr* + r*dQ?, (2.29)

onde
dQ? = do” + sen’*(9)de* . (2.30)

A métrica dada na Eq. (2.29) é chamada de métrica de Minkowski e o espaco-tempo que ela
descreve é conhecido como espago-tempo de Minkowski, em homenagem a H. Minkowski, que
propds esta métrica pouco tempo apds Einstein ter introduzido a Relatividade Especial (Minkowski
1907).

Na década de 1930, os fisicos Howard Robertson e Arthur Walker derivaram, independen-
temente, aquela que é chamada de métrica de Robertson—Walker (ou métrica RW), com seu
elemento de linha comumente escrito na forma

d 2
ds? = —df + (1) [1_—3“2 + erQZ] , (2.31)

¥ CMBFAST: http://lambda.gsfc.nasa.gov/toolbox/tb_cmbfast_ov.cfm.
8§ CAMB: http://lambda.gsfc.nasa.gov/toolbox/tb_camb_ov.cfm.


http://lambda.gsfc.nasa.gov/toolbox/tb_cmbfast_ov.cfm
http://lambda.gsfc.nasa.gov/toolbox/tb_camb_ov.cfm

2.4. O MODELO COSMOLOGICO PADRAO 21

onde a(t) € o fator de escala da expansdo cdsmica, k representa a curvatura da por¢do espacial
do espaco-tempo, e dQ € dado pela Eq. (2.30). O tempo ¢ na métrica de Robertson—Walker
€ o tempo proprio cosmoldgico, ou tempo cosmico, e € o tempo medido por um observador
que vé€ o Universo se expandindo uniformemente ao redor dele. As varidveis espaciais r, 6 €
¢ sdo chamadas de coordenadas comoveis de um ponto no espago; se a expansiao do Universo
¢ perfeitamente homogénea e isotrdpica, entdo as coordenadas comodveis de qualquer ponto
permanecem constantes com o tempo. Pode-se mostrar que a métrica (2.31) € a tnica métrica
compativel com a lei de Hubble e com o principio cosmoldgico (homogeneidade e isotropia do
Universo) (Weinberg 1972).

Se o Universo € perfeitamente homogéneo e isotrépico, entdo tudo o que precisamos saber
sobre a sua geometria estd contido nas varidveis a(t) e k. O fator de escala a(¢) € uma func¢do adi-
mensional que descreve como as distincias crescem ou diminuem com o tempo e é normalizado
de modo que, no presente, temos ay = 1. A constante de curvatura k € um nimero adimensional
que pode assumir um dos trés valores distintos: k = 0 se o universo € espacialmente euclidiano
(universo plano); k = —1 se o universo possui uma geometria hiperbdlica (universo aberto); e
k = +1 se o universo possui uma geometria esférica (universo fechado). Muito da cosmologia
moderna é dedicada, de uma forma ou de outra, a encontrar valores para a(f) e k.

A métrica (2.31) € uma aproximagdo que se mantém adequada apenas em grandes escalas.
As observagdes revelam que, em escalas menores, o Universo € “irregular”, e portanto, ndo se
expande de maneira uniforme. Isto ocorre, por exemplo, em sistemas gravitacionalmente liga-
dos, tais como sistemas planetdrios (como o proprio Sistema Solar), galdxias e aglomerados de
galéxias (como o Grupo Local em que vivemos). Apenas em escalas maiores que ~ 100 Mpc a
expansdo do Universo pode ser tratada como a expansao ideal, homogénea e isotrdpica, descrita
por um unico fator de escala a(t).

2.4.3. Distancias cosmolodgicas

Existem diversas maneiras de especificar a distincia entre dois pontos no espaco césmico. No
entanto, é importante ressaltar que, devido a expansdo do Universo, a realizacio de cdlculos e
medi¢des de distancias em cosmologia é comumente um processo bastante complicado. Antes
de tratarmos da dindmica cosmica e de alguns parametros cosmoldgicos, € importante intro-
duzirmos as distancias cdsmicas diretamente relacionadas com a métrica (2.31). Existem basi-
camente duas maneiras de se medir distancias no Universo, a distdncia comdvel que permanece
fixa com a expansao cOsmica e a distancia fisica que cresce devido a expansdo. A medida
de distancia fundamental, da qual todas as outras podem ser derivadas € a distancia comovel.
Exemplos de outras medidas sdo a distancia diametro angular e a distancia luminosidade.

No que se segue, iremos assumir que as distancias entre todos os eventos considerados sao
grandes o suficiente para ignorarmos pertubacgdes de pequena escala e adotarmos a métrica (2.31).
Também iremos explicitar o uso da velocidade da luz c em todas as expressoes pertinentes. Feito
isto, iremos reescrever a componente espacial da Eq. (2.31) na forma

do? = dy* + f(x)dQ?, (2.32)
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onde

senh(y) para k= -1
fx) =9 x para k=0 . (2.33)

sen(y) para k= +1

A funcdo fi(y) também pode ser escrita de uma maneira unificada na forma

filp) = vl_ksenh( V=kx). (2.34)

onde vemos que o caso plano € recuperado no limite k — O.

Distancia comével. Em um universo em expansdo a distancia fisica (ou distancia prépria)
dp de um observador (na origem) até um certo objeto é dada por dp = a(t)dc, onde dc € a
chamada distancia comovel. Uma pequena distancia comoével ddc entre dois objetos proximos
¢ definida como a distincia que permanece constante com o tempo se os dois objetos se movem
devido a expansdo. Neste caso, a distancia comoével total dc de nds até um objeto distante é
calculada através da integracao das contribuicdes infinitesimais ddc ao longo da direcao radial,
ou linha-de-visada, desde z = 0 até o objeto.

Vamos considerar um féton que viaja ao longo da direcdo y. Seu movimento satisfaz a
equacgdo da geodésica nula, ou seja

ds* = =c2df* + a*(Hdy* = 0. (2.35)
Com isto, para este féton temos
cdt
dy = ——, 2.36
2% a0 (2.36)

onde o sinal (-) foi escolhido uma vez que, quando o tempo ¢ cresce, a varidvel y diminui e
vice-versa. Considere que este féton, que foi emitido no instante r = #; com y = yi, € num dado
redshift z, alcan¢a um observador no instante ¢ = t, com y = 0, correspondendo a z = 0. Entao,
integrando a Eq. (2.36) temos

X1 | c
de =x1 = f dy = —f —dt. (2.37)
0 to a(t)
Das Egs. (2.20) e (2.25) temos que dt = —dz/H(1 + 7). Logo, a distancia comovel serd dada
por
c “d7
de = —_—, 2.38
© " aHo fo E@) (239)
onde HE)
Z
E(z)= —. 2.
() e (2.39)

Para simplificar as expressoes daqui em diante, vamos introduzir a quantidade /(z), definida por

¥4 dZ,
I(7) = . 2.40
() ‘fo E@) (2.40)
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Desta forma, a distdncia comdvel também pode ser expressa pela relagao
c

de =
¢ aoHO

1(2). (2.41)

Na expressdo acima, podemos expandir /(z) em torno de z = 0 até o termo segunda ordem e
mostrar que, no Universo proximo (z < 1), a distancia comdvel é dada aproximadamente por

c
de ~ . 2.42
<= HOZ (2.42)

Uma consequéncia interessante desta aproximacao € que, com o uso da relagdo (2.22), nés
encontramos
v = (apHy)dc = Hor (z<1). (2.43)

onde r = aopdc € a distancia fisica até um determinado objeto. Vemos, portanto, que a lei de
Hubble € vélida no regime de baixos redshifts. Para valores maiores de z, no entanto, temos
que considerar os termos de ordem mais alta na expansao de /(z), tal que a lei de Hubble neste
regime precisa ser modificada.

De certo modo, a distincia comovel € considerada como a medida de distancia fundamental
na cosmologia, uma vez que todas as outras podem ser derivadas em termos dela.

Distancia luminosidade. A distdncia luminosidade d; desempenha um importante papel
na realizacdo de certos testes cosmoldgicos, principalmente os que envolvem observagdes de
SNs Ia. Ela € definida através da comparacdo entre a luminosidade absoluta L de uma fonte
distante com o fluxo de energia detectado localmente F'. Esta medida de distancia € frequente-
mente utilizada em observacdes de supernovas tipo Ia, de forma que sua obtencdo fornece uma
importante conexao entre a luminosidade das supernovas distantes e a taxa de expansao do Uni-
verso. No que se segue, os indices “.” e *,” representardo os valores emitidos e observados das
quantidades de interesse. Desta forma, considere uma fonte luminosa emitindo isotropicamente

em todas as direcoes. A distancia luminosidade, neste caso, é definida por

(2.44)

onde L. € a luminosidade absoluta bolométrica (isto &, integrada sobre todas as frequéncias)
emitida pela fonte luminosa e o fluxo F' € a poténcia por unidade de drea medida pelo observador
e é definido por F = L,/A, onde A = 4nlayfi(y)]? é a drea de uma esfera em z = 0 e concéntrica
com a fontel. Com isto, a Eq. (2.44) torna-se

L.
di = ao fi(x) \/Li : (2.45)

Considere agora que a fonte luminosa emite uma quantidade de energia AE; durante o in-
tervalo de tempo At, e que o observador detecta uma quantidade de energia AE, no intervalo

1 No caso de uma geometria ndo-euclidiana, sendo R o raio da esfera, sua drea nio é simplesmente 4752 e deve
ser obtida a partir do elemento de linha, que no modelo cosmoldgico padrio, é dado pela métrica FLRW (2.31).
Isto nos dd A = 4na®(t)d>, que serd menor que 478% se k = 1, ou maior se k = —1.
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de tempo Af,. A luminosidade emitida pela fonte serd dada por L. = AE/At,;. Similarmente,
para o observador temos L, = AE,/At,. Uma vez que a energia de cada féton € inversamente
proporcional ao seu comprimento de onda A, temos que

AE] NhV] /10

= =—=1+z, 2.46
AE,  Nhv, A, ¢ (2.46)
onde utilizamos a relacdo (2.21). Além disso, para cada féton temos também Aty = A;/c e

At, = A,/c. Logo,

At, A,
A4 © (247
Portanto, a relacdo entre a luminosidade emitida e a observada serd
L. AE| At, )
= = — =(1+2)". 2.48
L~ AE A, Ut 4%
Vemos entdo, que a distancia luminosidade da Eq. (2.45) pode ser escrita na forma
di = (1 + 2)ao filx) - (2.49)

Utilizando a Eq. (2.34) para a fun¢do f;(y) e lembrando que a distancia comével é dada por
X = dc = (c/agHy)I(z), temos que a distancia luminosidade d; pode ser escrita como

1
di(2) = Hio ( \/;_;3 senh( VOl(2))., (2.50)

onde € € dado pela Eq. (2.65) para o tempo presente (ver secao 2.4.4). Vemos entdo que a
distancia luminosidade estd diretamente relacionada com a taxa de expansao do Universo. Além
disso, pode-se mostrar que na regido de pequenos redshifts (z < 1) nds temos di. ~ cz/(aoHy)
(Amendola & Tsujikawa 2010), que € idéntico ao comportamento da distdncia comével neste
regime de redshifts. Este fato tem como implicagdo direta a validade da lei de Hubble para a
distancia luminosidade no Universo local.

Distancia diametro angular. Além da distancia comével e da distancia luminosidade, pode-
mos definir ainda a distdncia didmetro angular de um objeto de tamanho fisico D (ortogonal a
linha-de-visada) e observado sob um angulo 6 utilizando a relacdo usual da geometria Euclidi-

ana
D D

" sen() 6’
onde a aproximacdo de pequenos angulos na expressdo final € valida na maioria dos contextos
astrondmicos.

(2.51)

da

Considere uma esfera de raio y, concéntrica a um observador em z = 0. Utilizando o ele-
mento de linha (2.31), o tamanho fisico D no instante ¢ é dado por

D = a(t) f(x). (2.52)

Logo, utilizando a relacao fator de escala-redshift (2.25) e o mesmo método aplicado entre
as Eqgs. (2.49) e (2.50), segue da definicdo (2.51) que a distancia didmetro angular € dada por

_ a0 _ aofi) _ e 1 Lsenh( VOI(2)). (2.53)

d - - -
A 6 1+z  Ho~Qpl+z
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Comparando-se as Egs. (2.50) e (2.53), vemos que as distancias d e da estdo relacionadas

por
du

R
que € a chamada relagdo de dualidade (ou relagdo de Etherington (Etherington 2007)) e € vélida

(2.54)

da

nao s6 para a métrica FLRW, mas para qualquer métrica na qual o fluxo de fétons é conservado.

Uma caracteristica particular da distancia didmetro angular € que seu valor nao cresce monotoni-
camente com o redshift para um objeto de dimensdao D. Por exemplo, para um universo de
Einstein-de Sitter (universo contendo apenas matéria), a dimensao angular de um dado objeto
serd minima em z = 5/4, onde a partir dai, o tamanho angular volta a crescer. Pensando em
termos do tamanho angular 6, isto significa que objetos mais distantes parecem maiores em
tamanho angular (para uma discussdo mais completa, ver Lima & Alcaniz (2000) e referéncias
14 contidas). Em altos redshifts, a distancia didmetro angular € tal que 1” (1 segundo de arco) é
da ordem de 5 kpc (Hogg 1999).

2.4.4. Dinamica da expansao e os parametros cosmologicos

Toda a dindmica do universo no MCP € regida pelas equagdes de campo (2.14), que indicam a
forma pela qual a matéria e a geometria do espaco-tempo se afetam mutuamente. Para o caso
de um universo homogéneo e isotrépico, onde as geodésicas sao obtidas a partir da Eq. (2.31),
as Eqgs. (2.14) se reduzem as solucdes de Friedmann—Lemaitre, dadas por

at kp  k
H@=5=2_2 2
@=5=2-2, (2.55)
) .. k
HYa) =5 = —kp-22- = (2.56)
a a a

onde p € a pressao total (matéria e radiacdo) e p € a densidade média total de energia. Seguindo
razdes historicas, daqui em diante iremos nos referir ao elemento de linha (2.31) como elemento
de Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker (ou FLRW). Utilizando as solucdes de Friedmann—
Lemaftre acima, pode-se chegar a uma equacgdo para a aceleracdo da expansio do universo:
L (2.57)

a 6

Podemos ver que, independentemente da curvatura, a expansdo do universo € sempre de-
sacelerada (& < 0) para um fluido com pressao positiva (p > 0), satisfazendo a chamada condicao
de energia forte (ver secdo 3.1) (Hawking & Ellis 1973, Visser 1996, Carroll et al. 2003). Tam-
bém a partir destas equacgdes € possivel obter a equacdo da conservagdo da energia:

p+3H(p+p)=0. (2.58)

Além do parametro de Hubble definido pela Eq. (2.20), podemos definir, a partir das equagdes
de campo, os seguintes parametros cosmoldgicos:
_ AP

i =3 (parametro de densidade) (2.59)

Q=1- Z Q); (parametro de curvatura) (2.60)
ad . ~

q(a) = —— (parametro de desaceleracao) (2.61)
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Os parametros de densidade. Os pardmetros de densidade Q; referem-se aos constituintes
materiais presentes no Universo. Ao longo deste texto, vamos considerar um universo composto
basicamente por matéria (€2,), radiacdo (£2,;) e uma possivel componente exdtica de energia (£2,)
que acredita-se ser a responsavel pela atual aceleracdo da expansdo césmica. Um indice “y” em
cada parametro indica o seu valor atual (por exemplo, Q0 = Qu(ao)). E uma pratica comum

omitir o uso de Q, para z < 4, uma vez que seu valor atual € bastante pequeno (o ~ 107).

Também define-se a densidade critica do universo (p.) como sendo a densidade de energia
necessdria para o universo assumir uma geometria plana. Entdo, fazendo k = 0 na Eq. (2.55)
obtemos

3H? 2 -29 -3
pe=—=188h"x107" gcm™. (2.62)
K
De fato, andlises das propriedades da CMB combinadas as medidas atuais da taxa de expansao
cOsmica, sugerem que o Universo possui uma geometria aproximadamente plana (de Bernardis
et al. 2000) com Q;y = —0,014 + 0,017 (Spergel et al. 2007), o que fornece uma densidade do

Universo um pouco abaixo da densidade critica, uma vez que p = (1 + Qy)p..

Com esta defini¢do de densidade critica e a defini¢do (2.59), podemos obter os parametros de
densidade pela razdo entre a densidade de uma determinada componente e a densidade critica

do universo:
pi(a)

Qi = .
@= @

(2.63)

Podemos notar que a definicdo do parametro de curvatura (2.60) apresenta uma condi¢io de
normalizagfo para os parametros de densidade. Dividindo a Eq. (2.55) por H? e utilizando a
defini¢do (2.59), podemos escrever esta condicao na forma

k
1- E Q=—— 2.64
ou seja,

—k

Q

Em termos do parametro de curvatura €2, temos

Z Q. >1 = Q<0 (universo fechado), (2.66)
Z Q=1 = =0 (universo plano), (2.67)
Z Q<1 = Q>0 (universo aberto). (2.68)

O parametro de desaceleragao. O parametro de desaceleragdo definido em (2.61) desem-
penha um importante papel na investigacdo da histéria césmica. E fato bem conhecido que nio
apenas o fator de escala a(f) como também a taxa com que o Universo estd se expandindo, dada
pelo parametro de Hubble a(#)/a(t), estd variando com o tempo. O parametro de desaceleracao
quantifica esta variagdo. Quanto maior o valor deste parametro, mais rapida é a desaceleragdo.
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Por outro lado, valores negativos implicam em aceleracdo da expansdo. Considere a seguinte
expansdo de Taylor do fator de escala em torno de ¢ = fy:

a(t) = ag + a(ty)lt — to] + %d(to)[t — ]+ - (2.69)

Dividindo por a, obtemos

t
D vt D+ (270
0

que define o valor atual do parametro de desaceleracdo como

_ _a(to)a(to)
="

Uma vez que escolhemos um instante arbitrdrio para a expansdo em Taylor, podemos gener-

(2.71)

alizar esta defini¢do para qualquer tempo ¢, ou equivalentemente, qualquer fator de escala a, o
que nos leva a defini¢do (2.61).

Aplicando a relagdo

d d d
-(1+20H—=H = — 2.72
I+l =Hp = o 2.72)
que pode ser obtida das Egs. (2.20) e (2.25), chegamos a uma forma mais utilizada para o

parametro de desaceleracdo:

1 dH 1+zdH

S S
g Hdlna H dz

Note que, como a Eq. (2.73) foi obtida através apenas de uma expansao do fator de escala em

(2.73)

série de Taylor, da definicdo do parametro de Hubble e da relacdo fator de escala-redshift, que
sdo independentes do modelo gravitacional, ela pode ser utilizada ndo s6 no contexto da RG,
como também com teorias de gravidade modificada. De fato, € esta expressao que utilizaremos
em nossos testes de viabilidade da segunda parte desta tese.

Na RG, o parametro de desaceleracio pode ser obtido em termos dos demais parametros cos-

moldgicos com o uso da equacao da aceleracao (2.57) e da defini¢ao da densidade critica (2.62).
Deste modo, em um universo plano (€, = 0) temos

1
g(a) = 5 Z(p,- +3p), (2.74)

onde a soma é comumente realizada em relacdo aos pardmetros de densidade €, Q; e Q,, ou

seja,
(ox +3ps)
2

Esta expressdo ¢ util quando desejamos investigar a evolu¢do da expansdo em termos dos

1
q(a) = EQm +Q + Q,, (2.75)

constituintes basicos do Universo. Podemos ver, por exemplo, que em um universo plano dom-
inado pela matéria (Q,, ~ 1, p = 0)!, temos ¢ ~ 1/2, enquanto que, quando apenas a radiacio

[T3RkL) w__s
~ =

I Note a utilizacdo do sina ao invés de . Lembre-se que em um universo totalmente plano, a densidade
total € igual a densidade critica (o = p.). Logo, da Eq. (2.63) segue que Q,, = 1 implica em a densidade da
matéria ser igual a densidade critica e, consequentemente, a densidade total. Em outras palavras, a matéria seria
ndo apenas a componente dominante, como também, a tnica do Universo e isto ndo é, definitivamente, o que
queremos considerar aqui.
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domina o cendrio césmico (Q; ~ 1, p = 1/3), temos g ~ 1. Na verdade, um modelo contendo
apenas radiacdo e matéria sempre resulta em um parametro de desaceleracdo positivo. Este re-
sultado deriva da necessidade da gravidade ser uma forga atrativa. Se observamos um valor para
q(t) negativo, estamos observando um periodo na histéria césmica de expansao desacelerada.

O parametro da equacao de estado. Utilizando os valores atuais destes pardmetros, a
equagao da conservacao de energia (2.58) e considerando que cada componente material (matéria,
radiacdo, ...) € descrita por uma equagdo de estado na forma p = wp, onde w é o chamado
pardametro da equagdo de estado, podemos reescrever a Eq. (2.55) na forma

H*(@) = Hy |Qipa? + )" QuXi(a)| , (2.76)

ou, equivalentemente (ver Eq. (2.39))
E*(@) = Quoa” + ) QuoXi(a). 2.77)
O parametro X;(a) representa a evolucdo das densidades de energia com o fator de escala e

pode ser obtido resolvendo-se a equacio da conservagdo da energia (2.58) para um w = w(z)
genérico, tendo como solucdo

0
Xia) = 29~ exp {3 f [+ wi(a’)]dlna’} , (2.78)
1

Pio na

que para w constante fornece
pi@) = pioa > (2.79)

Para a radiacdo, o valor do parametro da equacdo de estado é w, = 1/3 (p; = p;/3), enquanto
que para a matéria este valor é nulo, ou seja, p, = 0. Podemos ter ainda o caso em que o
universo possui uma componente de vidcuo A, a constante cosmoldgica (ver se¢ao 3.3.1), com
equacgdo de estado pp = —pa, onde wpy = —1. Com isto, substituindo os valores de w para a
radiagc@o, matéria e constante cosmoldgica na Eq. (2.79), obtemos

pi(a) = proa™, (2.80)
Pn(@) = pmoa™ (2.81)
pa = constante . (2.82)

Historia cosmica. Como a densidade da radiag¢@o cai mais rapidamente com o redshift, é de
se esperar que em algum instante, a densidade da radiac@o se iguale a densidade da matéria.
Antes deste momento o Universo era dominado pela radiacdo, era da radiagdo; apés este in-
stante, a situacdo se inverte e tem inicio a era da matéria. Comparando as Eqgs. (2.80) e (2.81),
podemos encontrar o valor do redshift no momento em que ocorre esta igualdade. Tal valor é

Zeq ® 4 X 10*Quoh®, (2.83)
e a temperatura da radiacdo nesta época é

Teq = To(1 + zeq) = 2,725(1 + z¢¢) ~ 1,1 X 10°Quoh* K. (2.84)



2.5. SUMARIO 29

Até este momento, a radiagdo césmica mantinha a matéria complemanente ionizada devido
ao espalhamento Compton entre os fétons da radiacdo e os elétrons. Ainda ndo era possivel
ter inicio a formagdo de estruturas, pois a intera¢ao eletromagnética repulsiva entre dois pro-
tons (nudcleos de H*) tem uma intensidade muito superior a da interagcdo gravitacional atrativa
entre eles. No entanto, devido a expansdo, o Universo se esfria e a um redshift z... ~ 1100
(T ~ 3000 K) ocorre o desacoplamento dos fotons, quando estes deixam de ser espalhados pelos
elétrons, passando a se propagarem livremente, chegando até nés. Neste momento, o Universo
se torna transparente e os elétrons livres sdo capturados por praticamente todo o hidrogénio
ionizado, que se torna neutro. Chamamos esta época de recombinagdo. O intervalo de tempo
durante a recombinacio é da ordem de 10° anos, o que corresponde a um intervalo em redshift
de Az ~ 100 em torno de z,.c = 1100. E a partir daf que a formagcio das estruturas gravitacional-
mente ligadas que observamos no Universo pode ter inicio.

Podemos notar a partir da Eq. (2.57) que uma componente que acelera a expansao césmica
deve possuir pressao negativa e satisfazer a condicdo w < —1/3. Consequentemente, vemos
pela Eq. (2.79) que a densidade de energia desta componente diminui mais lentamente do que
a da matéria. Esta componente poderia, portanto, dominar o Universo nos seus estdgios mais
recentes. J4 vimos que para o caso w = —1, esta componente equivale a constante cosmoldgica
A. Quando os valores de w residem no intervalo —1 < w < —1/3 esta componente ¢ denominada
quintesséncia e é associada a um campo escalar ¢, com potencial escalar V(¢) (ver se¢do 3.3.3).

No estudo da dindmica do universo € importante descrever a evolugdo temporal do fator de
escala quando o universo € dominado por um fluido com equagao de estado p = wp, e isto pode
ser obtido a partir das Eqgs. (2.76), (2.77) e (2.79), resultando em

]1/2

a(t) = [HyQoa 1" — k (2.85)

Para o caso plano (k = 0) esta equagdo diferencial € facilmente resolvida, resultando em

a(t) o 1505 (2.86)

Podemos ver que quando o Universo € dominado pela radiacdo (w = 1/3), o fator de escala
evolui com o tempo na forma a(t) « t'/2, enquanto que, na era da matéria (w = 0) seu compor-
tamento com o tempo é dado por a(t) o< £*/3. Lembre-se que a existéncia desta era é necessdria
para o processo de formacdo de estruturas no Universo.

Na segunda parte desta tese veremos que esta evolucao para o caso da matéria desempenha
um papel importante na atual discusdo sobre a viabilidade das teorias f(R) no formalismo de
Palatini. No caso de uma constante cosmoldgica, a evolu¢do temporal do fator de escala pode
ser obtida substituindo w = —1 na Eq. (2.85), obtendo-se desta forma a(t) « exp( A/ 3t).

2.5. Sumario

Este capitulo foi dedicado aos principais aspectos (tedricos e observacionais) da Relatividade
Geral e do Modelo Cosmolégico Padrao. Como mostramos, o MCP ¢ satisfatorio para grande
parte dos resultados observacionais. A expansdo observada do Universo € bem explicada uma
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vez que sua dindmica € governada pelas equacdes de campo de Einstein através da métrica
FLRW, que ¢é baseada na hipétese de homogeneidade e isotropia do Universo, um dos alicerces
do MCP. As abundancias atuais observadas dos elementos leves (D, He e Li) sdo previstas pelos
resultados tedricos da nucleossintese primordial. Finalmente, o espectro de corpo negro da
CMB, com temperatura atual de ~ 2,725 K, também € previsto pelo MCP, bem como suas fontes
de anisotropias. No entanto, apesar dos sucessos do MCP, é concenso que algumas questdes
observacionais e tedricas ainda ndo se encontram completamente explicadas, ou mesmo, sao
incompativeis com o MCP. No contexto cosmoldgico, a principal destas questdes refere-se a
busca pela natureza do agente causador da aceleragdo césmica. Reservamos as discussoes sobre
este problema ao préximo capitulo.



3 Além da Relatividade Geral:
O problema da aceleracao cosmica

Resumo: O problema da acelera¢do césmica
é brevemente discutido. Os principais problemas
tedricos e observacionais do MCP sdo apresenta-
dos, algumas alternativas a Relatividade Geral e ao
MCP sdo introduzidas.

3.1. As condicoes de energia

Em Relatividade Geral, a distribui¢do de energia-momento e qualquer tensdo devido a matéria,
ou a qualquer outro campo ndo-gravitacional, € descrito pelo tensor energia-momento 7,,. No
entanto, as equacdes de campo de Einstein ndo especificam quais tensores energia-momento
sdo fisicamente significativos. Por este motivo, € importante analisar sob qué condicdes T,
pode representar fontes de matéria realistas. Estas condicdes, conhecidas como condicdes de
energia, precisam ser gerais o suficiente para poderem satisfazer todos os tipos de campo (pelo
menos em um nivel classico).

As condic¢des de energia podem ser determinadas em relagdo a um sistema de coordenadas
invariante em termos de 7, e campos de vetores de caracteristica fixa (tipo-tempo, nulo ou
tipo-espaco). Formalmente, elas sdo definidas por (Hawking & Ellis 1973):

e A condi¢do de energia fraca (weak energy conditions — WEC). A WEC exige T,,#t" > 0
para qualquer vetor tipo-tempo # € T¢M. Por continuidade, esta condi¢ao também exige
a validade da NEC.

e A condigdo de energia nula (null energy conditions — NEC). A NEC exige T,,n*n” > 0
para o vetor nulo n* € T;M, onde T ;M refere-se ao espago tangente em uma variedade
espaco-tempo quadridimensional M no ponto s € M.

31
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e A condicao de energia forte (strong energy conditions — SEC). A SEC exige que, para
qualquer vetor tipo-tempo, (T, — T/2g,,)#*t" > 0, onde T € o traco de T,,.

e A condi¢do de energia dominante (dominant energy conditions — DEC). A DEC € a ex-
igéncia que T, #t" > 0 para qualquer vetor tipo-tempo # € T;M. A DEC também exige
que T,,#* ndo seja um vetor tipo-espago. Por continuidade, a DEC também € valida para
qualquer vetor nulo n* € T,M.

Considerando o tensor energia-momento de um fluido perfeito dado pela Eq. (2.8), as
condi¢Oes anteriores se reduzem a (Hawking & Ellis 1973, Visser 1996, Carroll 2004)

WEC: p+p>0 e p=>0, (3.1)
NEC: p+p=>0, (3.2)
SEC: p+p=>0 e p+3p=>0, (3.3)
DEC: p > |p| e p=0. (3.4)

Sob um ponto de vista mais fisico, estas condi¢cdes de energia podem ser entendidas do
seguinte modo: A WEC surge do fato de que a matéria tem densidade de energia nao-negativa.
Em outras palavras, a WEC exprime o fato que um observador comével com um fluido de
equagdo de estado p = wp sempre ird medir uma densidade de energia p > 0. Quanto as
pressoes, a WEC permite que elas sejam negativas, mas exige o limite inferior p > —p. A
NEC € um caso especial da WEC e corresponde a uma exigéncia mais fraca do que a anterior.
Ela exige que a gravidade seja sempre atrativa. A violagdo da NEC implica em instabilidades
sob pequenas perturbacdes numa ampla classe de modelos, incluindo teorias de calibre com
qualquer tipo de fluido perfeito (Buniy & Hsu 2006). A SEC € derivada de principios geométri-
cos com a exigéncia adicional de uma gravidade atrativa. Ela € mais exigente que a NEC e uma
violacdo desta ultima implica em uma violagdo da SEC. A DEC aparece da hipétese de que o
fluxo de matéria e energia nunca se propagam mais rapidamente do que a luz. A DEC implica a
WEC e, consequentemente, a NEC, mas nao necessariamente a SEC. A NEC, DEC e SEC sao
suposi¢cdes matematicamente independentes. Note que a violagdo da NEC implica na violacdo
de todas as outras condi¢Oes de energia, ja a violacdo da WEC, ndo implica necessariamente a
violagdo da NEC ou da SEC, mas leva a violacdo da DEC. Note também que se assumirmos
que todas as formas de energia apresentam uma densidade de energia positiva p > 0, qualquer
modelo cosmolégico com w < —1 (p < —p) (superquintesséncia) viola todas as condi¢des de
energia.

3.2. O conteudo cosmico

Diante das condi¢Oes de energia expostas acima, € importante realizarmos uma andlise de quais
protagonistas poderiam fazer parte do cendrio cosmoldgico como componentes realistas de
matéria-energia. O avanco tecnoldgico dos dltimos anos tornou possivel a realizacdo de ob-
servacdes mais precisas acerca das propriedades do Universo. Isto permitiu a obtencdo de
melhores informacdes a respeito de seus constituintes basicos. Atualmente, sabe-se que o Uni-
verso € composto de diversos tipos de componentes “materiais”. Naturalmente, o Universo €
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constituido por matéria ordindria, os bérions, que contribuem com cerca de 4% da densidade
critica, de acordo com os resultados obtidos da nucleossintese primordial. Sabe-se que ha uma
radiacdo césmica de fundo em micro-ondas, emitida quando o Universo tinha apenas 300.000
anos e que carrega consigo um espectro de corpo negro com uma temperatura atual de = 2,7 K.
Estudos das anisotropias da CMB fornecem valores para a densidade dos bérions similares aos
fornecidos pela nucleossintese primordial, porém com incertezas maiores. O Universo também
€ constituido por matéria relativistica, os neutrinos césmicos que, embora nao sejam observados
diretamente, algumas estimativas ddo a densidade de energia combinada de f6tons e neutrinos
como sendo Q4% =~ 4 x 1075,

Existem evidéncias que apoiam ainda a existéncia de uma componente exética da matéria, a
matéria escura. Ha mais de 70 anos, Smith (Smith 1936) e Zwicky (Zwicky 1937) fizeram uma
observacao surpreendente: o movimento individual de galdxias em aglomerados € tao intenso
que a atragdo gravitacional de todo o aglomerado de galdxias nao € suficiente para segura-lo.
Nesse sentido, aglomerados de galdxias deveriam se dispersar, embora isso ndo ocorra. Isso
sugere que uma componente desconhecida de matéria deve estar presente para manter o aglom-
erado coeso. Muitos trabalhos tem direcionado para esta conclusdo; a dinamica de galdxias
individuais, galdxias duplas, grupos e aglomerados, todos apontam para esta inobservavel mas
unipresente componente de matéria (Roberts & Rots 1973, Rubin et al. 1978) que ficou con-
hecida por matéria escura. Sua luminosidade por unidade de massa deve ser consideravelmente
inferior ao valor habitual na matéria estelar. Astrdnomos sugeriram que tal matéria fria poderia
estar, por exemplo, na forma de planetas tipo Jupiter, cometas, mini buracos negros, ou es-
trelas em seus estdgios finais. Atualmente, sua assinatura € conhecida apenas pela interagao
gravitacional, mas estudos continuos em toda a regido do espectro eletromagnético ajudaria
a delinear suas propriedades. A presenca de tal matéria em quantidade suficiente para segu-
rar os aglomerados poderia ser insuficiente para “fechar” o universo (para mais detalhes veja
Rubin 1996). Atualmente, a teoria mais aceita a respeito de sua constituicdo € que ela seja for-
mada por matéria ndo-barionica e nao-relativistica. Modelos cosmoldgicos baseados sob esta
hipétese sdo chamados de modelos CDM (do inglés “cold dark matter””). Contudo, sua consti-
tuicdo ainda € desconhecida e sua densidade atual incerta, acreditando-se que esteja em torno
de Qe ~ 0,3 (Ade et al. 2013). Como a densidade de matéria escura Q,. € muito maior que a
densidade da matéria baridnica €2, o parametro de densidade de matéria total €, € amplamente
utilizado para representar a densidade da matéria escura, no lugar de Q..

Todos os componentes citados acima satisfazem as condi¢cdes de energia mencionadas ante-
riormente. No entanto, uma caracteristica importante das observagdes atuais implica em con-
sequéncias interessantes sobre estas condigdes: note, a partir da Eq. (2.57), que para d > 0
temos p + 3p < 0. Em outras palavras, uma expansio acelerada do universo contraria frontal-
mente a SEC. Nao obstante, diversas observacdes provenientes de diferentes fontes, como a
CMB e SNs Ia, apontam para uma atual fase de aceleracdo da expansdo do Universo (Copeland
et al. 2006, Padmanabhan 2003, Peebles & Ratra 2003, Alcaniz 2006, Lima 2004) e uma das
maneiras de explicar esta expansdo acelerada ¢ modificando a RG, incluindo uma componente
de energia escura no tensor energia-momento das equacdes de Einstein (2.14).

Note ainda que esta aceleracdo atual ndo deve ter sido a Unica na histéria césmica. Ela
vem para ser adicionada a uma época acelerada inicial como prevista pelo paradigma infla-
ciondrio (Guth 1981, Linde 1990, Kolb & Turner 1990). A época inflaciondria é necessaria
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para lidarmos com os chamados problemas de horizonte, planaridade e monopolares (Misner
1968, Weinberg 1972, Linde 1990, Kolb & Turner 1990), bem como para fornecer o mecanismo
que gera as flutuacdes de densidade primordiais, atuando como sementes para a formacdo de
estruturas de grande escala (Mukhanov 2003). Lembremo-nos também que, entre estes dois
periodos de aceleracdo, deve haver um periodo de expansdo desacelerada, de modo que as eras
cosmoldgicas convencionais de dominacdo pela radiacio e pela matéria podem acontecer. De
fato, os limites observacionais sobre a abundéncia de elementos leves que vimos na sec¢io 2.4.1
exigem que a nucleossintese do Big Bang ocorra durante a era da radiacdo (Burles et al. 2001,
Carroll & Kaplinghat 2002). Por outro lado, a era da matéria é necesséria para a formagao de
estruturas ser realizada.

No contexto da aceleragdo recente, as observacoes atuais indicam que a densidade de energia
desta componente, caso ela exista, domina o Universo atualmente, resultando aproximadamente
no seguinte balanco: 4% de matéria barionica ordindria, 20% matéria escura e 76% energia es-
cura (Spergel et al. 2007, Riess et al. 2004, Astier et al. 2006, Eisenstein et al. 2005). Isto nos
leva ao maior problema na cosmologia atual: conhecemos com razodvel precisdao a composi¢ao
atual do Universo, mas a natureza de sua principal componente permanece obscura até o pre-
sente momento. Veremos nas proximas secdes alguns candidatos que tentam descrever esta
componente.

3.3. Modificando a Relatividade Geral: conteudo material

Uma vez que ja vimos, no inicio deste capitulo, as principais caracteristicas da RG, iremos
discutir agora como podemos modificd-la, afinal queremos explicar os efeitos observados que
nao sdo explicados por esta teoria. Observando as equagdes de Einstein (2.14) fica claro que
modificacdes podem ser realizadas tanto no lado direito como no lado esquerdo das equagdes.
Modificar o lado direito

Gy = k(Tpy + T, (3.5)

€ equivalente a adicionar alguma forma de “matéria” desconhecida a nossa teoria (mais comu-
mente energia escura e matéria escura), que ird corrigir os resultados que a teoria nos fornece
para coincidir com as observacoes. A seguir, listaremos os principais candidatos neste contexto.

3.3.1. A constante cosmoldgica

Uma vez que as equagdes de campo de Einstein (2.14) satisfazem as identidades de Bianchi (2.15)
e que V,6, = 0, um termo constante como Ag,, pode ser adicionado a qualquer um dos lados
destas equacdes, fornecendo interpretacdes diferentes dependendo do lado escolhido. Ao adi-
cionarmos o termo A do lado esquerdo, estamos modificando nossa teoria de gravitacio e este
termo cosmoldgico € interpretado como uma constante fundamental da natureza, devendo seu
valor ser determinado pelas observagdes. Por outro lado, quando adicionamos esta constante no
lado direito estamos modificando o contetido material descrito pelo tensor energia-momento € o
termo cosmoldgico € interpretado como sendo a contribuicao das flutua¢des quanticas do vacuo
(Weinberg 1989). No entanto, a contribuicdo da constante cosmoldgica para as equacdes de
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campo de Einstein independe da forma como a mesma € interpretada. O modelo cosmolégico
que considera um universo plano e governado por matéria escura nao-relativistica mais uma
constante cosmoldgica descrevendo o vicuo quantico € o chamado modelo ACDM. No con-
texto das teorias f(R), este modelo € equivalente a uma funcao do tipo f(R) = R — 2A.

Para entender melhor como A explica o fendmeno da aceleracdo da expansao do Universo,
vamos considerar a Eq. (2.57) com os termos de matéria e vacuo explicitados

a 4G
; = _T(pm + Pvidcuo T 3pvécu0) . (36)

Se a constante cosmoldgica A € interpretada como sendo o vacuo, ela atua nas equagdes de
campo com um tensor energia-momento da forma TZ{‘;‘C“" = Ag,, € equivale a um fluido per-
feito com equacdo de estado pyicuo = —Pvicuo- INOte que substituindo esta equagdo de estado na
Eq. (3.6), o sinal de @ passa a ser positivo sempre que a condi¢do pyscuo > Pm/2 for satisfeita.
Portanto, A pode dar origem a uma forca gravitacional repulsiva que poderia ser responsdvel
pela atual aceleracdo da expansdo cosmica.

Embora o modelo ACDM represente atualmente nossa melhor descricao do Universo obser-
vado, em muito devido aos seus sucessos do ponto de vista observacional, existe pelo menos
dois sérios problemas a serem considerados quando uma constante cosmoldgica nao-nula € as-
sumida. O primeiro problema consiste no fato de que determinagdes tedricas provenientes da
teoria quantica de campos fornecem um valor para a densidade do vicuo de cerca de pyscuo =
107 GeV*, enquanto que, para a energia escura dominar a dinimica do universo somente nos
estagios atuais, um valor bem menor para sua densidade, p, ~ 107 GeV*, é requerido pelas
observacdes astronomicas. Como podemos ver, isto representa uma diferenca de ~ 120 ordens
de grandeza entre as determinacdes tedricas e observacionais. O segundo problema surge da
tentativa de se resolver o primeiro: uma das alternativas a este problema da discrepancia entre
os valores tedricos e observacionais para a densidade de energia do vacuo € considerar uma
constante cosmoldgica efetiva

At = A+ KPvicuo » 3.7

onde A € o termo proveniente da contribuicdo do campo gravitacional € kpyscuo € @ contribuicao
da densidade de energia do vicuo quantico. O argumento em favor desta tentativa é que o
valor fornecido pelas observacgdes se referem a um p,,,. No entanto, esta tentativa origina um
complicado problema de “ajuste fino” entre os valores de A e pyscuo para que possamos obter
o valor de p,, que observamos atualmente. Daqui em diante, sempre que mencionarmos a
constante cosmoldgica A, estaremos nos referindo na verdade a constante cosmoldgica efetiva
A¢t, mas abolindo o indice “¢” por conveniéncia.

Um outro problema bem conhecido que persegue o advento da constante cosmoldgica € o
chamado problema da “coincidéncia césmica”, que pode ser resumido na seguinte pergunta:
uma vez que o periodo de tempo em que as densidades de energia da constante cosmoldgica
e da matéria possuem a mesma ordem de grandeza € extremamente curto com relagdo a idade
do Universo, por qué este periodo estd acontecendo justamente hoje, quando estamos presentes
para observa-1o?

A dificuldade em explicar estes problemas é conhecida como o problema da constante cos-
moldgica e constitue um dos principais problemas da fisica tedrica atual (Weinberg 1989, Sahni
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& Starobinsky 2000, Carroll 2001). Esta situacdo tem levado alguns fisicos a seguirem uma
abordagem diferente, assumindo um cancelamento completo da constante cosmoldgica (A = 0)
e que algum processo fisico desconhecido € o responsdvel pela expansdo acelerada. Diante
disto, diversas alternativas ao modelo ACDM tém sido discutidas na literatura, algumas das
quais listaremos a seguir.

3.3.2. Decaimento do vacuo

Uma alternativa fenomenoldgica de se resolver o problema do valor da constante cosmoldgica
consiste em assumir que o termo cosmologico efetivo da Eq. (3.7) ndo € constante e que decresce
ao longo da evolucao do Universo, atingindo assim o seu valor atual. Os modelos que se baseiam
neste principio sdo chamados de modelos com decaimento do vdcuo e tém sido investigados do
ponto de vista observacional por diversos autores (ver, por exemplo, Alcaniz & Lima (2005),
Borges & Carneiro (2005), Borges et al. (2008)). Esta classe de modelos constitui uma tentativa
importante no sentido de resolver os problemas da constante cosmoldgica e energia escura. As
equacgodes de campo para esta classe de modelos sao dadas por

R
R, - ng, = KTy — N1)gyuy » (3.8)
Para que possamos agora obter a dindmica do universo na presenga de um termo cosmolégico
variavel, devemos inicialmente observar que, como as identidades de Bianchi implicam numa
divergéncia nula para o tensor de Einstein, a variacdo temporal do termo cosmoldgico deve
resultar numa troca de energia entre o vicuo e a matéria e/ou radiacao

A.
no M
u,uT v —ut s (39)
K
dando origem a um processo de criacdo de matéria e/ou fétons, ou mesmo em um aumento da
massa das particulas (Alcaniz & Lima 2005). Em outras palavras, isto equivale a dizer que a
presenca de um termo cosmoldgico varidvel implica num acoplamento entre 7),, € A.

Uma critica bastante comum a esta classe de modelos consiste na auséncia de um guia prove-
niente da fisica fundamental que indique uma lei de decaimento para A(f). Neste sentido, di-
versos modelos de decaimento t€m sido testados na literatura (ver tabela 3.1 de Costa (2007)).
Uma caracteristica observacional importante, que pode ser verificada experimentalmente (Al-
caniz & Lima 2005) e que pode ter consequéncias interessantes na fisica da CMB ¢é que, em
uma classe de modelos cuja densidade da radiacdo é dada por p, = pa**?, a lei de temper-
atura da radiacdo é modificada em relagiio ao caso padrio T(a) = Toa™', passando a ser dada
por T(a) = Toa®/*!

de fotons.

, onde o parametro @, que deve ser positivo, representa a taxa de produgdo

3.3.3. Modelos CDM (campo escalar)

Uma outra alternativa para se descrever a energia escura que tem sido bastante discutida na liter-
atura € a existéncia de um campo escalar primordial ¢, homogeneamente distribuido (9;¢ = 0),
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minimamente acoplado com a gravidade e que evolui lentamente até o minimo de seu potencial
V(¢) (Ratra & Peebles 1988, Caldwell et al. 1998). Estes modelos sdo denominados de pCDM
e a energia escura descrita nesta classe de modelos € chamada de quintesséncia. Este campo
escalar € descrito pela Lagrangiana

1
Ly = +-¢ [Eg’”@m@@ N V(¢)] , (3.10)

e o tensor energia-momento definido pela Eq. (2.16) € dado por
T = 8,40 L 80,0056 - V 3.11
uy = 0u0yd — 8y Eg «P0pp — V(P)| . (3.11)

A densidade de energia e a pressdo relativa a este campo sao escritas, respectivamente, por
s =312+ V($) € py = $*/2 — V(¢), implicando numa equagdo de estado do tipo

1
:&:?ﬁ - V(®)

1 , (3.12)
P 50+ V(@)

Wy

que, em geral, varia ao longo da expansao do universo, mas estd limitada ao intervalo —1 < w <
1. A aceleracdo da expansao pode surgir se a densidade de energia do campo escalar dominar o
contetido energético do universo e o termo cinético do campo evoluir lentamente (¢* < V(¢)),
resultando em uma pressdo negativa, exigéncia basica da RG para acelerar a expansdo cosmica.
Nestas condi¢des, quando o campo chega ao seu minimo de potencial, temos w ~ —1, € 0 campo
¢ passa a atuar de modo semelhantemente a uma constante cosmoldgica. E importante notar
que, formalmente, no limite w ~ —1, quintesséncia e A sdo equivalentes. No entanto, fisica-
mente estas duas formas de energia sdo completamente distintas: enquanto a quintesséncia €
uma componente dindmica a densidade de energia do vacuo € constante e inerte.

Utilizando a Eq. (3.10) e a métrica FLRW, podemos obter a equacdo de movimento para o
campo escalar através da equagao de Klein—Gordon

¢+3Hp+V'(p)=0, (3.13)

onde o simbolo () indica derivadas com relacdo ao campo ¢. Dado um V(¢), podemos resolver
esta equagdo para obtermos ¢ e, consequentemente, wy, pela Eq. (3.12). Varias parametrizacdes
para V(¢) t€m sido propostas na literatura, com algumas delas sendo capazes de explicar os da-
dos atuais (ver tabela 2.1 de Barboza Jr. (2010) para uma lista das mais utilizadas na literatura).
Evidéncias observacionais concretas a favor de uma equacgao de estado varidvel podem eliminar
o principal candidato a energia escura, isto €, a constante cosmoldgica.

3.3.4. Modelos wCDM

Existe um bom motivo para considerar uma equagao de estado constante para a energia escura.
Os componentes conhecidos do Universo possuem uma equacao de estado do tipo w = constante.
Temos w = 0 para a matéria e w = 1/3 para a radiacdo, por exemplo. O mesmo acontece para
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Figura 3.1.: Evolugdo do parametro de desaceleracéio ¢(z) para alguns modelos de energia escura. As

faixas em azul, cinza e vermelho correspondem aos modelos com parametro da equacao de
estado w = 0,8, —1, e —1,2, respectivamente. A faixa marrom € para o modelo alterna-
tivo de gravidade DGP (ver secdo 3.4.1). Todos os modelos assumem um universo plano e
possuem a mesma densidade de matéria. A expessura das faixas indicam as incertezas que
surgem da incerteza atual na densidade de matéria ndo-relativistica Q. Retirado de Cald-
well & Kamionkowski (2009).

componentes hipotéticos como defeitos topoldgicos, que obedecem uma equacgdo de estado de-
scrita por w = —d/3, onde d € a dimensao do defeito. Temos, por exemplo, d = 1 para cordas
cosmicas (w = —1/3) e d = 2 para paredes de dominio (w = —2/3). Com esta motivacdo, como
uma alternativa simples a constante cosmoldgica, podemos relaxar a condi¢gdo w = —1 e assumir
também os casos w = constante # —1 (Turner & White 1997, Chiba et al. 1997, Efstathiou 1999,
Alcaniz & Lima 2001). Modelos deste tipo sao chamados de wCDM. A evolucdo da densidade
da energia escura nestes modelos é descrita pela Eq. (2.79). O intervalo de interesse para w
situa-se entre 0 (matéria ordinaria) e —1 (constante cosmoldgica). Componentes com w > 0
decrescem mais rapidamente do que a matéria ordindria e, portanto, causam uma desaceleracdo
extra indesejada em comparagdo ao que é obtido dos resultados de SNs Ia. Uma propriedade
interessante desses modelos € que para w < —1 a densidade de energia desta componente cresce
com o tempo e o fator de escala torna-se infinito em um tempo finito, causando uma singu-
laridade futura chamada big rip. Neste caso em particular, a energia escura € conhecida como
superquintéssencia, ou ainda energia fantasma, e um dos motivos para tal denominacio é que
componentes com w < —1 podem ser consideradas ndo fisicas pela condi¢do de energia domi-
nante (ver se¢do 3.1). No entanto, valores de w < —1 s@o, em muitos casos, preferidos do ponto
de vista puramente observacional (Caldwell 2002, Caldwell et al. 2003, Carroll et al. 2003,
Gonzalez-Diaz 2003, Alcaniz 2004).

Todas as consequéncias cosmoldgicas da energia escura com parametro da equacdo de es-
tado constante surgem a partir do efeito desta componente sobre a taxa de expansao dada pelas
Egs. (2.76)—(2.78). No entanto, uma vez que as consequéncias observacionais dessa compo-
nente sO sdo relevantes no intervalo 0 < z < 5, uma aproximagdo comumente considerada € a
de uma quintesséncia com equagdo de estado efetiva constante dentro deste intervalo, onde ela
pode ser potencialmente observada. Isto decorre do fato de que € esperada pouca variagcdo para
o parametro w dentro desta faixa de redshift. Neste caso, podemos reescrever as Eqgs. (2.76)—
(2.78) utilizando a Eq. (2.79). A Fig. 3.1 mostra a evolu¢@o do pardmetro de desaceleracdo em
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funcdo do redshift para trés casos de interesse com w = constante (incluindo a constante cos-
moldgica e energia fantasma), bem como para o modelo de gravidade modificada DGP, o qual
discutiremos na proxima sec¢ao.

3.3.5. Gas de Chaplygin

Além dos modelos listados na se¢do 3.3, outra alternativa que merece mencdo € o chamado
gds de Chaplygin. Neste modelo, supde-se a existéncia de uma componente que se comporta
inicialmente com pressao nula e posteriormente com pressao negativa, fazendo o papel tanto de
energia escura quanto de matéria escura. Isto dd origem aos chamados modelos de quartessén-
cia (Kamenshchik et al. 2001, Bilic et al. 2002, Bento et al. 2002, Lima et al. 2008, 2009, Santos
& Jesus 2008).

3.4. Modificando a Relatividade Geral: parte gravitacional

Alternativamente aos modelos de energia escura listados na se¢do anterior, nés podemos modi-
ficar o lado esquerdo das equagdes de campo de Einstein

c=«kT,, (3.14)

que € o mesmo que reconsiderar o nosso conhecimento sobre a estrutura do espago-tempo, sem
adicionar componentes desconhecidas de energia ao nosso universo. Neste sentido, podemos
destacar dois tipos de modifica¢des: modificar a dimensionalidade do espago-tempo ou incluir
campos adicionais aos utilizados pela RG, sejam eles escalares, vetoriais ou tensoriais. Discu-
tiremos os dois tipos, mas € no dltimo que daremos mais atencao, pois € nele que se inserem as
teorias f(R).

3.4.1. Dimensoes extras

A ideia de uma modificagc@o na teoria de gravitacdo nos leva a uma questdo relevante para a
fisica fundamental e a cosmologia, e tdo complexa quanto o ajuste do conteddo energético do
universo: dimensdes extras. E bem conhecido que a existéncia de dimensdes extras é necesséria
em algumas teorias alternativas ao modelo padrdo da fisica de particulas como, por exemplo,
teoria de cordas e teoria M. No contexto cosmoldgico, a existéncia de dimensodes extras € bem
traduzida nos chamados modelos de branas (Randall & Sundrum 1999a,b, Deffayet et al. 2002,
Sahni & Shtanov 2000, 2003, Alcaniz 2002, Jain et al. 2002, Maia et al. 2005, Lue 2006, Dvali
et al. 2000). Nos cendrios de branas, nosso mundo quadrimensional constitui um sub-espago
de uma estrutura com mais dimensdes. Em outras palavras, nosso Universo seria uma superfi-
cie ou uma membrana imersa numa dimensio extra. Todos os campos descritos pelo Modelo
Padrio da fisica de particulas atuariam em nossa brana, sendo que somente a gravidade poderia
se propagar na dimensao adicional. O interesse nestes cendrios aumentou consideravelmente
nos ultimos anos e diversos modelos tém sido propostos neste contexto. Podemos citar, por
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exemplo, o modelo DGP (Dvali—-Gabadadze—Porrati) (Dvali et al. 2000), no qual a presenca de
uma dimensao espacial extra produz a seguinte modificacido na equacdo de Friedmann:

+ —) - = (3.15)

onde r, representa a escala de distancia que delimita a atuagdo dos regimes de gravidade quadri-
mensional e pentadimensional. A lei usual do inverso do quadrado da distincia (1/7%) para a
forca gravitacional experimentada entre duas fontes pontuais s6 € obtida em escalas menores
que r.. Para escalas maiores que r., ocorre um “vazamento’” da for¢a gravitacional para a quinta
dimensdo, o que resulta numa modificacdo da lei da gravidade para 1/7°.

Alguns trabalhos tém sido realizados no sentido de investigar as consequéncias cosmoldgi-
cas para esta classe de modelos descrita pela Eq. (3.15). Sollerman et al. (2009), por exemplo,
investigaram a compatibilidade entre esta classe e as observacdes atuais, mostrando que eles
podem fornecer uma explicacdo alternativa para a aceleracdo da expansdo cosmica sem a ne-
cessidade de uma constante cosmoldgica ou de uma quintesséncia.

3.4.2. Teorias escalar-tensoriais

Teorias escalar-tensor tém sido intensamente investigadas como uma alternativa a Relatividade
Geral. Elas constituem uma classe de teorias em que a gravidade € descrita ndo s6 pelo campo
tensorial métrico de g,,, mas também por um campo escalar, que € determinado pela distribui¢ao
de massa e energia no Universo e substitui a constante gravitacional G. Este campo escalar
aparece acoplado ao escalar de Ricci R na forma b(¢)R (Fujii & Maeda 2003). Outras alternati-
vas gravitacionais podem ser reformuladas como teorias escalar-tensoriais, tais como a teoria de
Brans—Dicke e as teorias f(R). Muito por causa disso, as teorias escalar-tensoriais representam
talvez a classe mais estudada de teorias alternativas de gravidade e uma grande quantidade de
testes experimentais dessas teorias tém sido realizados (Will 1993).

Nesta classe de teorias a agao da RG (2.18) é substituida pela ac¢do (veja, por exemplo, Carroll
(2004))

1
Ser = f d*xv=g [b(@R — 71870, $)(0,) = U(#) + Lun(8rt0) | (3.16)

onde ¢(x,t) € o campo escalar e b(¢), h(¢) e U(¢) sao fungdes que determinam a forma da teoria.
Note que o campo ¢ ndo estd presente na Lagrangiana da matéria, ou seja, ele ndo estd acoplado
a matéria, apenas a gravidade.

Embora a agdo (3.16) sugira que trés funcdes (b(¢), h(¢), e U(¢)) sejam necessdrias para a
teoria ser especificada, podemos redefinir a fun¢do b como sendo o novo campo e entdo obter
as novas funcdes U(D) e h(b). A partir dai, a presenca de um campo b(¢) que varia no espaco
multiplicando a curvatura R na Eq. (3.16) implica que as teorias escalar-tensoriais sao teorias de
gravidade com uma constante de Newton que depende de b(¢). Portanto, essas teorias podem
ser entendidas como modelos de gravidade com uma “constante” de Newton varidvel. Os outros
termos na acao, contendo /& e U, representam os termos de energia cinética e potencial para o
novo campo, respectivamente.
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A variagdo da acdo com relagdo a métrica (ver proximo capitulo) nos leva as equagdes de
campo (Caldwell & Kamionkowski 2009)

Gpv:% 2 % 2 uv ) (317)

onde O = ¢g"V,V,, V, € a derivada covariante associada com a conexdo de Levi—Civita da
métrica e

11, 1
[—T( '+ =TY +V,V,b-g,0b

1
T = HP) (V) (Vo) = guv [Eh(@gp "(Vop)(Vop) + U (¢)} (3.18)
€ o tensor energia-momento relacionado com o campo escalar ¢, que possui equacao de movi-
mento 1 dh du db
h ——g"V,»)(V,p) — —+ —R=0. 3.19
06+ 5 348" T Vo) = 30+ (3.19)

Nesta teoria, a equagdo de Friedmann em um universo FLRW plano é

he? b U
2_ P i—H

- £ 2L 3.20
6b 6b b 6b (3.20)
e a equacdo de movimento para o campo escalar torna-se,
i} . 3db . 2dh 1d
¢+3H¢:——(H+2H2)—¢—————U. (3.21)
hde 2hde  2h do

Se por um lado a liberdade de escolha das fungdes b(¢), h(¢), e U(¢) traz a tona um grande
nimero de casos fenomenoldgicos de interesse, por outro lado, esta propria caracteristica difi-
culta a realizacdo de afirmacdes gerais sobre a validade das teorias escalar-tensoriais. Soma-se
a isto o fato de que quanto mais fun¢des uma teoria possuir, mais condi¢des iniciais para 0 novo
grau de liberdade serdao necessdrias para se determinar a fenomenologia dessas teorias.

A despeito disto, essas teorias podem fornecer explicacdes a aceleracdo cdsmica semelhantes
as dos modelos de energia escura se algumas suposi¢des sobre o campo escalar e suas fungdes
forem introduzidas. Se, por exemplo, assumirmos que o campo ¢ evolui lentamente com o
tempo, as derivadas temporais na equacdo (3.20) irdo se tornar despreziveis e, grosseiramente,
poderemos ter um comportamento semelhante ao de uma quintesséncia. Incluindo os termos
adicionais nas Egs. (3.20) e (3.21) (os que dependem das derivadas de b e h), os detalhes entre
teorias escalar-tensoriais e quintesséncia podem diferir, e uma gama mais ampla de comporta-
mentos pode ser possivel.

Teorias de Brans-Dicke. Formulada no inicio da década de 60 por Carl H. Brans e seu
estudante Robert H. Dicke, a teoria de Brans—Dicke (BD) constitui o exemplo mais bem con-
hecido de teorias escalar-tensoriais (Brans & Dicke 1961). Comumente, essa teoria € definida
por b(¢) = ¢/(2«) e h(¢) = wpp/(k¢p), onde a constante wgp € o chamado pardmetro de Brans—
Dicke. Quanto maior o valor deste parametro, menores serdo os efeitos do campo escalar ¢,
de tal forma que, no limite wgp — o, esta teoria torna-se indistinguivel da RG. A agdo para a
teoria BD € escrita na forma*

1

SBD = % d4x \/__g [¢R - %gﬂv(ayqs)(av(ﬁ) - U((b) + Lm(gyv’l/’) ’ (322)

* Na teoria original, o potencial do campo é nulo (U(¢) = 0).
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onde deixamos explicito o termo 167G para discutirmos o seguinte fato: note que como uma
teoria escalar-tensor, a teoria de Brans—Dicke pode ser considerada como uma teoria com um
acoplamento gravitacional varidvel, ja que podemos definir um acoplamento gravitacional efe-
tivo

Ger = % . (3.23)

Isto estd de acordo com o principio de Mach (j& mencionado no capitulo 1), no qual, se-
gundo Dicke, “ a constante gravitacional deve ser func¢do da distribuicio de massa no Uni-
verso” (Sotiriou & Faraoni 2010).

A teoria Brans—Dicke € de particular interesse em algumas situacdes fisicas, uma vez que,
nesses casos, a estrutura relativamente simples de suas equacdes de campo permitem solucdes
analiticas exatas. Além disso, ela também ¢ frequentemente utilizada para modelar variacdes
na constante de Newton G, bem como desvios da Relatividade Geral.

No regime de altas densidades, que sdo relevantes aos experimentos do Sistema Solar, a RG
pode ser recuperada a partir da teoria BD através do chamado mecanismo camaledo (Khoury
& Weltman 2004a,b), no qual a presenca do potencial do campo escalar U(¢) possibilita a
obtenc¢do de uma massa efetiva do campo que dependende da densidade. Neste mecanismo,
o campo escalar é de curto alcance e sua massa se torna alta para densidades e curvaturas
semelhantes as do Sistema Solar. Por outro lado, em densidades e escalas cosmoldgicas, o
campo se torna de longo alcance e sua massa passa a ser pequena, de forma que ele pode causar
a aceleragdo césmica (Sotiriou & Faraoni 2010). Este mecanismo funciona ndo apenas na teoria
BD (Khoury & Weltman 2004a,b, Tsujikawa et al. 2008), mas também em teorias f(R) no
formalismo métrico (Navarro & Van Acoleyen 2007, Faulkner et al. 2007, Hu & Sawicki 2007,
Capozziello & Tsujikawa 2008, Brax et al. 2008, Thongkool et al. 2009), uma vez que, como
veremos no proximo capitulo, elas podem ser consideradas como um caso especial da teoria BD
com wgp = 0 (O’ Hanlon 1972, Chiba 2003). Para modelos de energia escura vidveis baseados
na teoria BD e em teorias f(R) no formalismo métrico, a evolucdo cosmoldgica primordial €
similar a da RG, mas o desvio da RG se torna relevante no universo tardio, ou seja, no regime de
baixa densidade (Tsujikawa et al. 2008, Amendola et al. 2007a, Li & Barrow 2007, Amendola
& Tsujikawa 2008, Starobinsky 2007, Appleby & Battye 2007, Linder 2009, Tsujikawa 2008).

Existe também uma outra forma de se recuperar a RG na teoria BD em regides de alta den-
sidade. Este método consiste em se introduzir na acdo de Brans—Dicke auto-interacdes nao
lineares do campo escalar, por exemplo, na forma &(¢)O¢(6“¢d,¢), onde & € uma funcio em
termos de ¢ (De Felice & Tsujikawa 2010b). Na teoria BD com este termo de auto-intera¢do do
campo &(¢)0p(8"pd,¢), o comportamento da RG € recuperado nas eras cosmoldgicas primor-
diais, durante as quais o campo permanece aproximadamente estdtico. Enquanto ¢/¢ € positivo,
¢é possivel evitar o aparecimento de instabilidades associadas com a velocidade de propagagao
do campo. Além disso, este modelo d4 origem a algumas assinaturas observacionais interes-
santes, como o crescimento modificado das perturba¢des da matéria (Silva & Koyama 2009,
Kobayashi et al. 2010).

Do ponto de vista observacional, a teoria de Brans—Dicke tem sido testada de maneira intensa
em regimes de densidade similares aos do Sistema Solar. Como podemos notar, ela possui
apenas um grau de liberdade a mais em comparagdo com a RG, wgp. Uma vantagem deste
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fato € que este parametro serve para colocar a teoria em teste com as observagdes. A solugdo
de suas equacdes de campo no Sistema Solar faz surgir um pardmetro pés-Newtoniano (PPN)'
v = (wsp + 1)/(wsp + 2) e este parametro pode ser utilizado para se impor limites sobre wgp. A
partir de experimentos de gravidade local do Sistema Solar, Bertotti et al. (2003) mediram este
valor como sendo y = 1 + (2,1 +2,3) x 107>, o que leva a um limite wgp 2 5 X 10* (Caldwell
& Kamionkowski 2009). Sob este limite, o desvio da RG € muito pequeno para ser detectado
pelas observacdes cosmoldgicas atuais.

3.4.3. Teorias f(R)

O problema da aceleracdo cosmica t€m motivado diversos esfor¢os na modificagdo da gravi-
dade para se modelar esta aceleracdo sem a inclusdo de particulas exéticas. Um dos modelos
mais utilizados neste contexto s@o as teorias f(R) onde, como j4 introduzimos no capitulo 1,
realizamos a substituicdio R — f(R) na Lagrangiana gravitacional, o que faz com que a agao
de Einstein—Hilbert possa ser transformada em uma variedade de formas diferentes. Este tipo
de gravidade extendida tem tido um crescente aumento em aplicacdes a cosmologia (ver, por
exemplo, Capozziello & De Laurentis (2011) para uma revisao sobre essas aplicagdes). Como
mencionamos anteriormente e veremos mais adiante, as teorias f(R) podem ser consideradas
como uma classe de teorias de Brans—Dicke dependendo do formalismo variacional adotado.
Uma vez que o foco principal desta tese sdo as teorias f(R) e suas propriedades, nds iremos
retornar a este tema no proximo capitulo.

3.5. Outras alternativas

Modelos nao-homogéneos. Indo mais além, é importante enfatizar que todas as alter-
nativas da sec¢do 3.3 sdo modelos cosmoldgicos que utilizam a métrica FLRW uma vez que
eles mantém os principios de homogeneidade e isotropia. No entanto, existem outras opg¢oes
que utilizam as equacdes da RG e supdem um universo isotropico, mas que consideram nao-
homogeneidades e que levam, portanto, a métricas distintas da FLRW. Nesta categoria, podemos
citar os modelos Lemaitre—Tolman—Bondi (Lemaitre 1997, Tolman 1934, Celerier 2000, 2007,
Buchert 2008), Szekeres (Szekeres 1975, Ishak et al. 2008) e Stephani (Stephani 1967a,b).

Modelos cinematicos. Recentemente, tém havido uma intensa investigacdo por meio dos
chamados modelos cinemdticos (Riess et al. 2004, Cunha 2009, Guimaraes et al. 2009, Santos
et al. 2011). Esta classe de modelos visa determinar os parametros cinemadticos do universo,
como a constante de Hubble, o parametro de desaceleracdo, o jerk e o snap, da forma mais
independente de suposi¢des sobre o conteido césmico o quanto for possivel. Desta forma,
modelos cinematicos podem ser vistos como medidas independentes dos parametros da expan-
sdo, e podem nos fornecer informagdes valiosas sobre o modelo cosmoldgico mais proximo da
realidade.

¥ Do inglés “parameterized-post-Newtonian”. Este parametro nos d4 uma medida de quanta curvatura espacial é
produzida por unidade de massa de repouso. Para a RG temos y = 1 (veja, por exemplo, Will (2001) para mais
detalhes sobre os pardmetros PPN).
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3.6. Sumario

Vimos neste capitulo que ainda ndo hd uma definicdo clara de qual caminho deve ser seguido
para se explicar o atual cendrio césmico de aceleracdo, que nos dias de hoje é um fendmeno
amplamente aceito. Mostramos que algumas alternativas t€ém sido bastante investigadas com
o intuito de se resolver este problema, sendo que as chamadas teorias f(R) desempenham um
importante papel neste contexto. O préximo capitulo é dedicado a esta classe de teorias, bem
como suas principais propriedades/consequéncias fisicas e cosmoldgicas.



4 Teorias f(R)

Resumo:  Uma breve revisdo histérica e as prin-
cipais motivagoes para o advento das teorias f(R)
sdo apresentadas. As consequéncias e as questies
referentes a essas teorias sdo introduzidas no con-
texto cosmologico e os aspectos mais gerais dos for-
malismos métrico e de Palatini sdo abordados.

Teorias de gravidade modificada tém recebido uma aten¢do crescente ultimamente devido a
motivacdo combinada proveniente da fisica de altas energias, astrofisica e cosmologia. Dentre
as numerosas alternativas a Relatividade Geral, as teorias que incluem invariantes de curvatura
nao-lineares em R, incluindo as teorias f(R), tem uma longa histéria. O status unico da RG
dentre as teorias de gravitacdo comecou a ser questionado apenas poucos anos apds sua in-
troducdo. A curiosidade cientifica e a determinacdo em se entender a teoria recém-proposta
levaram Weyl (1919) e, logo depois, Eddington (1923) a comegarem a considerar modifica¢oes
da teoria incluindo invariantes ndo-lineares em sua acdo. Nesta época, ainda nio existiam mo-
tivacOes experimentais para se generalizar a acdo gravitacional.

As primeiras motivacdes vieram surgir, principalmente, apés o advento da mecanica quan-
tica. Atualmente sabe-se que quando correcdes quanticas ou de teoria de cordas sdo levadas em
conta, a acao gravitacional efetiva de baixa energia admite invariantes de curvatura de ordem su-
perior (Birrell & Davies 1982, Buchbinder et al. 1992, Vilkovisky 1992). A RG (que € linear em
R) ndo é renormalizavel e, portanto, € bem conhecido que ela ndo pode ser quantizada conven-
cionalmente. Este resultado j4 havia sido reforcado em meados do século passado por trabalhos
como o de Utiyama & DeWitt (1962), que mostraram que renormalizagdo em um loop exige
que a acao de Einstein—Hilbert seja complementada por ermos de curvatura ndo-lineares, e o de
Stelle (1977), que mostrou que as agdes de ordem superior em R sdo, de fato, renormalizaveis
(mas nao unitérias).

Todas estas consideragdes serviram de estimulo para modificacdes na acdo da RG. No en-
tanto, estas modificacdes foram consideradas relevantes apenas em regimes de altas energias ou
em escalas proximas a escala de Planck como, por exemplo, no inicio do Universo ou proximo
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de singularidades de buraco negros. Logo, estas corre¢des ndo deveriam afetar os fendmenos
gravitacionais em cendrios de baixas energias, como o Universo recente.

Uma nova motivagdo para modificacdes na RG comecou a surgir a partir dos novos resulta-
dos observacionais mencionados na secdo 3.2. Estas novas evidéncias revelaram uma imagem
bastante inesperada do Universo, imagem esta que € no minimo surpreendente e definitivamente
ainda espera por uma explicagdo.

Vimos na sec@o 3.3.1 que o modelo mais simples que explica os dados atuais € o modelo
ACDM, que deve ainda ser suplementado por algum cendrio inflaciondrio, geralmente baseado
em algum campo escalar, conhecido como inflaton. Porém, os problemas da constante cos-
moldgica ja mencionados fazem com que alguns considerem pobres as motivacdes para este
modelo do ponto de vista tedrico, interpretando-o como um mero ajuste aos dados observa-
cionais (Sotiriou & Faraoni 2010). Também vimos no capitulo anterior que estes problemas
serviram de combustivel para vdrias dindmicas alternativas para a energia escura. No entanto,
nenhuma dessas tentativas estao livres de problemas.

Um ultimo estimulo para o estudo de teorias de gravidade modificada surge da possibilidade
de nossa descri¢@o da interacio gravitacional em grandes escalas ainda ndo ser suficientemente
tao adequada quanto desejamos. Uma vez que de todas as interacdes fundamentais € justamente
a gravidade que rege a dinamica césmica, uma descri¢do incompleta — ou mesmo errada —
de seu comportamento em escalas cosmoldgicas pode estar na raiz de, pelo menos, alguns
dos problemas até aqui mencionados. Com este ponto de vista, investigar as consequéncias
de modificagdes na acdo padrdao da RG poderia nos ajudar a responder alguns desses enigmas
cosmoldgicos e astrofisicos.

Neste capitulo, descreveremos os aspectos mais importantes das teorias f(R). Iremos seguir
a linha de raciocinio apresentada em Sotiriou & Faraoni (2010) e Oliveira (2010), mas nos
focando nas equagdes mais importantes € nos aspectos tedricos mais relevantes para esta tese.
Um estudo completo incluindo os aspectos mais gerais sobre essas teorias, bem como sobre
gravidade modificada em geral, pode ser encontrado em diversos livros ou artigos de revisdo
sobre este tema como, por exemplo, Capozziello & Francaviglia (2008), Capozziello & Faraoni
(2011), Clifton et al. (2012).

Como j4 foi visto no primeiro capitulo, e também pode ser visto em muitos livros e artigos de
revisdo (veja, por exemplo, Misner et al. (1973), Wald (1984), Amendola & Tsujikawa (2010)),
podemos adotar pelo menos dois formalismos variacionais distintos quando desejamos obter as
equagdes de campo a partir de uma acdo: o formalismo métrico e o formalismo de Palatini.
Como iremos ver adiante, ambos os formalismos levam as mesmas equacdes de campo e se
reduzem a RG para acdes cuja Langrangeana € linear em R. No entanto, 0 mesmo ja nio ocorre
para teorias com a¢des mais gerais (Buchdahl 1970, Exirifard & Sheikh-Jabbari 2008, Burton &
Mann 1998a,b, Querella 1998, Shahid-Saless 1987). Podemos concluir deste fato que para cada
modelo f(R) existe, na verdade, duas versoes/teorias de gravidade, uma para cada formalismo
variacional adotado®.

* Existe, na realidade, mais um formalismo variacional além do métrico e o de Palatini, o formalismo métrico-
afim. Discutiremos brevemente esta formulacdo na secdo 4.3. Para uma descricio mais completa veja, no
entanto, Sotiriou & Faraoni (2010). Nesta tese, daremos &nfase apenas as questdes referentes as formulagdes
métrica e de Palatini.
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Embora o objetivo principal dos trabalhos que compdem esta tese tenha sido investigar a vi-
abilidade observacional do formalismo de Palatini, iremos mostrar, por razdes de completeza, a
obtenc¢do das equacdes de campo nas duas formulagdes, apontando também suas consequéncias
cosmoldgicas e as principais diferengas entre ambas.

4.1. O formalismo meétrico

No formalismo métrico, o tnico campo livre da acdo € dado pela métrica, de modo que a vari-
acdo deve ser tomada apenas com relacdo a esta varidvel. Ele € considerado mais convencional
que o formalismo de Palatini e, na verdade, este foi o empregado por Einstein na obten¢do
de suas equacdes de campo. Neste ponto, € importante esclarecer a diferenca entre os termos
“formalismo métrico” e “teoria métrica”: enquanto o “formalismo métrico” é um formalismo
variacional, “teorias métricas” sdo teorias que satisfazem os seguintes postulados métricos (Will
1993):

1. O espaco-tempo € descrito por uma métrica simétrica;
2. As trajetdrias de particulas-teste em queda livre sdo geodésicas desta métrica;

3. Em referenciais locais em queda livre, as leis fisicas ndo-gravitacionais sdo as leis da
Relatividade Especial.

Teorias que seguem estes postulados sdo as Unicas que podem satisfazer o principio de equiv-
aléncia de Einstein, o que nos leva a conclusdo de que a RG € uma teoria métrica de gravi-
dade. Podemos dizer, em outras palavras, que teorias métricas sdo aquelas em que a matéria
deve estar acoplada minimamente a métrica, sem estar acoplada a mais nenhum outro campo
dinamico (Sotiriou & Faraoni 2010). Assim como na RG, teorias f(R) nos formalismo métrico
e de Palatini se valem desta caracteristica e ambas sdo, portanto, teorias métricas.

4.1.1. As equacoes de campo

Quando se adota o formalismo métrico, as equacdes de campo sdo obtidas como segue. Vamos
partir da acdo generalizada consistindo da a¢do de Einstein—Hilbert modificada por uma teo-
ria f(R) e ag¢do para os campos de matéria e energia. Esta acdo € obtida a partir das Egs. (1.2)
e (2.18) na forma

S met = Sf +8m= %{ fd4x \/__gf(R) + fd4X\/__g-£m(g,uv’w)a 4.1)

onde a inclusdo do indice “.¢ ficard mais clara na secdo 4.2. Para obtermos as equagdes de
campo, iremos utilizar o principio da minima ac¢do e variar a a¢do acima com relacido a métrica
inversa g, com 6g,, = —8,08,508",

6Sme =68 s+ 68y =0. (4.2)

Iremos encontrar os termos da variacdo separadamente, primeiro para a parte gravitacional
0S s e depois para a parte material 65 ,. Para a parte gravitacional nés obtemos

1 1
5= 50 [ x| VTRr@)] = o [ x| VERAGROR + fRONTE] @)
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onde, a partir de agora, utilizaremos a notacio (z) = d/dR, ou seja, fr = df/dR, frr = d*f/dR?,
e assim por diante. Pela definicdo do escalar de Ricci dada pela Eq. (2.6), nés temos

OR = R,,68"" + g""0R,, , “4.4)

onde g""0R,, = —-A,, 08" e Ay, =V, V, — g,,0. Utilizando a relacdo

1
6N=8 = ~5 V=88,08" . (4.5)

nds obtemos entao
oS —fd“xx/_ 1f(R)R lf(R) LA Jr(R)| 68" (4.6)
= 8 2k R yny 4k 8uv 2k uvJR g - .
De maneira similar, para a acdo da matéria nds temos
S m = f d*x8 (V=8 Ln)
0Ly, 1 y
= fd4X\/__g(_ - _guv~£m) 6g#

ogh 2
1
= f d*x+—g (—ETW) 5g", (4.7)
onde fizemos uso da Eq. (2.16). Para qualquer que seja a variacdo dg”, utilizando o principio
da minima a¢@o (4.2), ns obtemos 68 y = —6S ,. Portanto
1
fR(R)RuV - if(R)gyv - Ayva(R) = KT/JV 5 (4.8)

que sdo as equagdes de campo para teorias f(R) no formalismo métrico.

Note que, para uma teoria linear em R, essas equacdes de campo se reduzem aquelas da RG,
dadas pela Eq. (2.14), uma vez que o ultimo termo do lado esquerdo se anula. Observe também
que a Eq. (4.8) € uma equacdo diferencial parcial de 4 ordem na métrica g,,, uma vez que R
inclui derivadas de 2 ordem. Note ainda que o traco da Eq. (4.8) fornece

Rfx - 2f +30f; = «T, (4.9)

onde T' = g"'T,,. Esta equacdo nos dd uma relagdo diferencial entre R e T, e ndo uma relacio
algébrica como na RG (onde R = —«T'). Esta ja é uma indicacdo de que as equacdes de campo
das teorias f(R) admitem uma maior variedade de solu¢des em comparacdo com a Relatividade
Geral.

Existem mais alguns aspectos interessantes sobre as equacdes de campo (4.8), mas que fo-
gem do escopo deste texto (veja, por exemplo, Sotiriou & Faraoni (2010) para uma lista dos
mais relevantes.) No entanto, algo que nos interessa em particular é que podemos reescrever
a Eq. (4.8) na forma das equagdes de campo de Einstein, fazendo uso de um “tensor energia-
momento efetivo” contendo termos de curvatura. A partir da Eq. (4.8) temos

K
Rﬂv:ﬁ

11
T#V + ; (Efg‘” + A,uva):| . (410)
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Logo,
1
G/JV = va - ERg,JV
1(1 1
T,uv + ; (Efgﬂv + Apva)] - ERg/lv

_ K LI(f-Rfr
- fR {Tyv + P |:( 2 )fg,uv + Ayva]}

= ket | T + TV (4.11)

K

" e

X

onde a quantidade .t = 871Gt = 871G/ fr define um acoplamento gravitacional efetivo. O re-
querimento de que a gravidade seja sempre atrativa implica, portanto, em fz(R) > 0. Uma
discussdo mais detalhada sobre essa condi¢c@o poderd ser encontrada na se¢do 4.6.

4.1.2. Equivaléncia com a teoria de Brans—-Dicke

A equivaléncia dindmica entre a gravidade f(R) e a teoria de Brans—Dicke tem sido extensiva-
mente investigada na literatura (veja, por exemplo, Teyssandier & Tourrenc 1983, Whitt 1984,
Barrow & Cotsakis 1988, Maeda 1989, Magnano & Sokolowski 1994, Wands 1994, Flanagan
2004a,b, Olmo & Komp 2004, Olmo 2005, Allemandi et al. 2006, Sotiriou 2006b). Intro-
duzindo um novo campo y, a acdo (4.1) pode ser transformada dinamicamente em (Teyssandier
& Tourrenc 1983)

1
Swa= 5 [ SN0 + AR+ Sn(g). (“.12)

onde f, = df/dy. Deste modo, a acdo acima € dinamicamente equivalente a acdo (4.1) para
X = R. A variacdo da acdo (4.12) com relagdo a y fornece f,,(x)(R — x) = 0, de modo que
X =R se f,,(x) #0. Se redefinirmos o campo ¢ por ¢ = f,(x), o termo entre colchetes na
acdo (4.12) poderé ser reescrito como

J(@) + [ (R=x) = ¢R = [x(®)p — f(x(d)] = ¢R - U(¢9), (4.13)

onde U(¢) € o potencial do campo ¢. Com isto, a acdo (4.12) toma a forma

1
St = 5 f X VTZ[0R = U@)] + Sm(guh) @.14)

que € idéntica a forma (3.22) sem o termo cinético. A conclusdo é que teorias f(R) no formal-
ismo métrico sao dinamicamente equivalentes a teoria de Brans—Dicke para wgp = 0 (Teyssandier
& Tourrenc 1983, Wands 1994). Existe, no entanto, uma condic@o para a equivaléncia entre as
teorias f(R) e a teoria de Brans—Dicke. Esta equivaléncia exige fzz(R) # 0 para que a trans-
formacdo ¢ = fr(R) seja inversivel. Esta € uma condi¢do suficiente, mas ndo necessdria para a
inversibilidade. A unica condi¢do necessdria para esta equivaléncia € que fz(R) seja continua e
univoca (Olmo 2007). Quando fzg = 0, a equivaléncia entre as teorias ndo pode ser garantida,
embora ndo seja excluida a priori (Sotiriou & Faraoni 2010).
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4.1.3. Dinamica cosmica

Para obtermos as equagdes da evolucdo cosmoldgica de uma teoria f(R) no formalismo métrico
(e também no formalismo de Palatini), iremos sempre considerar que nosso universo € de-
scrito pela métrica FLRW (2.31) espacialmente plana (k = 0). Iremos também assumir que
os constituintes cosmicos sdo descritos por um fluido perfeito (2.8) e p e p representardo a
pressdo e a densidade de energia, respectivamente. Vamos assumir ainda algumas restricoes
sobre as formas escolhidas para a funcdo f(R): fgr > 0 para termos um acoplamento grav-
itacional efetivo positivo (G¢s = G/ fg > 0), e frg > 0 para evitarmos a chamada instabilidade
de Dolgov-Kawasaki (ver secdo 4.7). Nao iremos aqui desenvolver os cdlculos que levam as
equacoes de Friedmann modificadas de maneira minuciosa. Estas equacdes podem ser obtidas
de maneira direta a partir das componentes de R, para a métrica FLRW, que sdo encontradas
em muitos livros-texto. Aqui, € suficiente dizer que, iserindo a métrica FLRW e assumindo
o tensor energia-momento (2.8) nas equagdes de campo (4.8), as componentes tempo-tempo e
espaciais dessas equagdes fornecem, respectivamente,

H? = 3—’}1? (p 4 RfRZ_ L _auk fRR) : (4.15)
2H +3H? = —%R P+ R frrr + 2HR frr + Rfzr + %(f - Rf?)|, (4.16)

onde H = a/a e o escalar de Ricci é dado por
R=6(H+2H). (4.17)

Note que R tem as mesmas dimensdes de H2. Observe ainda que, fazendo f(R) = R, nds temos
Jr = 1€ frr = frrr = 0. Com isso, as Egs. (4.15) e (4.15) se reduzem as equagdes de Friedmann
usuais (2.55) e (2.56) para k = 0.

Diferentemente do que ocorre em modelos de energia escura, ndo estamos incluindo aqui
nenhuma componente exoética de energia com o objetivo de acelerar a expansao césmica. Esta-
mos, de fato, descrevendo um universo composto basicamente por matéria (seja escura e/ou bar-
i0nica) e radiacdo, de forma que a pressao e a densidade de energia que surgem nas equacoes de
Friedmann (4.15) e (4.16) sdo dadas por p = py, + p; € p = p; (com p,,, = 0). Para visualizarmos
de que modo as teorias f(R) podem acelerar a expansdo do Universo, € util definirmos a densi-
dade e a pressao relacionadas com a modificagdo na gravidade. N6s temos entdao

_Rfe—f 3HRfw

Peurv
cur 2fR fR
. . .. 1
R® frrr + 2HR frg + Rfrg + E(f —R/fr)
Jr ’
Substituindo essas equacdes nas Egs. (4.15) e (4.16) nés obtemos, apds alguma dlgebra, as
equagdes que governam a dindmica césmica na forma das equacdes de Friedmann usuais, ou

(4.18)

Pecurv = 4.19)

seja,

H? = gpef, (4.20)
a K
5 = _6 (pef + 3pef) > (4.21)
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onde Pt = P + Peury € Pet = P + Peurv- O pardmetro da equacdo de estado efetivo relacionado
com a densidade e a pressdo do “fluido de curvatura” pode ser expresso por

) . .. 1

p R frrr + 2HR frg + Rfrr + E(f - Rfr)

curv _ R 7 . (4.22)
Pecurv RT _ 3HRfRR

WCLer

Observe que o sinal de w,, € determinado apenas pelo numerador da Eq. (4.22), uma vez que,
sendo uma densidade, o denominador é sempre positivo. Em geral, para termos uma equacao

de estado do tipo de Sitter (w.,y = —1) nés devemos ter
RH - R
Jarr _ RH - R (4.23)
Jrr R?

Podemos ainda, fazendo uso das Egs. (4.20) e (4.21), definir um parametro de equagao de estado
efetivo como

Def 2 H 2 dH 2(1+z)dH
Wef = — = =-1-— =1+ ="
Det 3 H? 3HdIna 3H dz

(4.24)

O principal aspecto dessas equagdes no contexto cosmoldgico € que os termos de curvatura
que surgem na acdo (4.1) estdo todos contidos em Pcyy € Peury. Portanto, esses termos fazem
nas teorias f(R) o mesmo papel que a energia escura realiza no contexto da Relatividade
Geral (Sotiriou & Faraoni 2010). E importante frisar que, embora esta representacio das mod-
ificacdes na gravidade por um “fluido de curvatura” descrito pela Eq. (4.22) possa facilitar a
comparacdo com modelos de energia escura, os termos extras destas modificagdes possuem
uma origem geométrica e uma interpretacao neste sentido deve ser realizada mesmo quando
modelos de f(R) e de energia escura aparentam ser indistinguiveis em certos regimes de cur-
vatura.

4.2. O formalismo de Palatini

No formalismo de Palatini’, a métrica e a conexdo sdo consideradas varidveis independentes
entre si e a variagdo deve ser tomada com relacdo a ambas, com a suposi¢ao de que a agdo da
matéria ndo depende da conexdo. Uma vantagem do formalismo de Palatini sobre o formal-
ismo métrico € que as equacdes de campo do primeiro formalismo sdo de segunda ordem na
métrica, enquanto que no ultimo elas sdo de quarta ordem. Além disto, como veremos adiante,
o formalismo de Palatini nos leva as equacdes de campo de Einstein mais diretamente do que
no formalismo métrico para uma teoria que ¢ linear em R.

Antes de obtermos as equagdes de campo no formalismo de Palatini, faremos algumas con-
sideracOes para mostrarmos mais algumas diferencas entre este formalismo e o métrico. Antes
de tudo, devemos enfatizar que a conexdo nesta formulacio nado € definida a priori, mas € as-
sumida como sendo simétrica. A conexao também nado € mais dependente da métrica e, como

T Segundo (Ferraris et al. 1982) foi Einstein e ndo Palatini que o introduziu.
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consequéncia disto, embora a a¢do generalizada para os dois formalismos seja essencialmente
a mesma, 0 mesmo nao ocorre para os tensores de Riemann e de Ricci — e, consequentemente,
para o escalar de Ricci. Isto se deve ao fato de que, no formalismo de Palatini, essas mesmas
quantidades s@o construidas a partir da conexao independente. Nos iremos, portanto, escrever o
tensor de Ricci formado a partir da conexdo independente com o simbolo R,,,, para diferencié-lo
do tensor de Ricci R, utilizado no formalismo métrico (daf surge o motivo de colocarmos os
indices “¢” € “pa” nas acgoes (4.1) e (4.25), respectivamente). Da mesma forma, expressare-
mos o escalar de Ricci no formalismo de Palatini por R = g*"R,,, ao invés de R. Portanto, para
o formalismo de Palatini, iremos utilizar a seguinte a¢ao:

1
St = S+ Sm(gumth) = - f d*x V=gf(R) + f d*x V=g Ln(gu-¥) - (4.25)

O formalismo de Palatini estd baseado na suposi¢do de que a acdo da matéria S, depende
apenas da métrica e dos campos de matéria, mas ndo das conexdes independentes. Uma con-
sequéncia desta suposi¢do € que a conexao independente IA“"W ndo mais define a derivada co-
variante ou o transporte paralelo. Neste caso, a conexdo que define a derivada covariante € a
conexao de Levi—Civita {“W}. Como ja vimos anteriormente, outra implicagcdo desta suposicao
€ que a formulagdo de Palatini também € considerada uma teoria métrica.

4.2.1. As equacoes de campo

Antes de iniciarmos o procedimento para a variagdo da acdo (4.25), precisamos obter uma
expressdo para a variacdo do tensor de Ricci (0R,,). Como estamos supondo que as conexdes
sdo simétricas, pode ser mostrado que (Schrodinger 1963)

Ry = V(61 = V, (61, (4.26)

Ha

onde V representa a derivada covariante construida a partir das conexdes independentes, que
ndo sdo as conexdes de Levi—Civita para a métrica g, .

A variagdo da Lagrangiana gravitacional na acdo (4.25) com relagdo a métrica resulta em

S[V=8f(R)] =6 V=gf + V=8frIR = —gf 8u(08") + V=g frRu(68") + V=g fr&" (Rw) ,

4.27)
onde utilizamos as relagdes (4.5) e 6R = (0g"")R,, + g (0R,,). Com isto, a variacdo total da
acdo de Palatini (4.25) é

1 1
68 pa = o f d*x+/—g ( JrRu — ggw —KT#V) 08" + f d*xV=gfrg” (6R,),  (4.28)
Com o auxilio da Eq. (4.26), podemos escrever a segunda integral na variacdo (4.28) como
I= f d*x V=g frg" (OR.W) = f d*x| V=g frg" Va(o",) - V=gfrg"V,(6I7,,)| . (4.29)

que, com a utilizagcdo das relagdes

Vo [ Vo8 frg” 61%,)] = V=8frg” Va6, + Vo | V=g feg™| 617, (4.30)
¥, [ Vo ske (61| = V=g 061, + ¥, | V=g frg” | (61, 4.31)
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torna-se
1= [ @[S (Ve ot,) - 9, (Vafg ol )|
o [ a8 (VRA) 61 + € (V) 610] (432)

Reorganizando termos e indices e utilizando 6f“ﬂa = 5(‘;(6faﬂv), obtemos
1= fd“x@Q [ V—gfr (g’”c‘)‘f“w - g"“éf’gﬂﬂ)]
+ f d*x |-V (V=2/rg") + Vo (V=8 frg™) )] (617, (4.33)
Pelo Teorema de Gauss, a primeira integral na Eq. (4.33) pode ser reescrita como uma in-
tegral de superficie, que é nula, pois na superficie temos 6" = 0. Quanto a segunda integral,
podemos escrevé-la na forma f d*xT," V(‘SlA"“W, com T, = =V, (V=g frg"") + Vo (=8 frg™)S".

Mesmo ndo sendo simétrico nos indices u e v, podemos escrever o tensor 7,/ somando as partes
simétrica e anti-simétrica nesses indices, ou seja, T,"” = T,*” + T, tal que

Ta(w,) _ _@a ( \/_—nggpv) n @(r ( \/—_gfngg(”) 5;) , (4.34)
Ta[/lv] -, ( \/_—ngng[ﬂ) (5(1;] _ (4.35)

Como T(,[”VlélA*"ﬂy = 0, nos interessa apenas a parte simétrica de T,/”. Todas estas consideracdes
reduzem a integral (4.33) a forma

I= f d'x |-V, (V=g/rg") + Vo (V=2/rg™*)5)| (5T%,). (4.36)

Isto nos permite entdo escrever a variacdo da acdo (4.28) como
1 4 f uv
6SPal = Z d'x V=8 fRR(pv) - Egpv - KTpV 6g
1 4 2 v & ow) v | sta
+oo | dx |-Va (V=2fre") + Vo (V=8 frg™™) 0 | 617, (4.37)

Podemos notar na equagdo acima a existéncia de dois termos, um que depende da variacdao
com relagdo a métrica gt e outro que depende da variacdo com relagdo a conexao f"/w. Logo,
ao aplicarmos o principio da minima acao (65 p, = 0) na Eq. (4.25), o fato de neste formalismo
considerarmos as duas quantidades como sendo independentes uma da outra nos leva entdo ao
seguinte conjunto de equacdes

fRR(yv) - gguv = KT/lV > (438)
Vo (V=8/r8") + Vo (V=8 frg"") 8} = 0, (4.39)

onde (4.38) € obtida através da variacdo de (4.37) com relagdo a métrica e representam as
equacgdes de campo generalizadas de Einstein—Hilbert para o formalismo de Palatini, e (4.39)
€ obtida através da variacdo com relacdo as conexoes, cuja solugdo deve fornecer dos campos
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f"#v. O traco das Egs. (4.39) nos permite reescrever as equacdes de campo em uma forma mais
compacta:

f‘RR(,uv) - gguv = KT,uv > (4.40)
Vo (V=8fg") = 0. (4.41)

Observe que, para o caso linear f(R) = R, temos fg = 1 e a Eq. (4.41) torna-se a defini¢do
da conexdo de Levi—Civita para a conexdo inicialmente independente f"w, levando com isso
aR,, =R, e R=R. Neste caso, as equagdes de campo (4.40) se reduzem as da Relatividade

Geral, como ja era de se esperar.

Vamos analisar as caracteristicas das Eqs. (4.40) e (4.41) separadamente. Tomando o traco
das Egs. (4.40) n6s obtemos
JrRR=2f =«T, (4.42)

que pode ser resolvida algebricamente para R = R(7T) dada uma fungdo f(R). Podemos ver
que, para os campos de matéria com 7 = 0 (incluindo também campos eletromagnéticos e a
radiagd@o), R € constante e raiz da equagdo

fRR-2f=0. (4.43)

Consequentemente f(R) e fz(R) também serdo constantes e a teoria se reduzird a RG com
uma constante cosmoldgica e um acoplamento gravitacional constante dado por G/ fz. Neste
caso, podemos comparar a equagdo do traco das equagdes de campo da RG com constante
cosmolégica, R = —«T + 4A, com a Eq. (4.42) e utilizar a Eq. (4.43) para mostrar que o valor
da constante cosmoldgica € (Sotiriou & Faraoni 2010)

JRr=0)\ _ Rro
o) et =

4
onde Rr—o = R(T = 0). Ferraris et al. (1994) mostraram que para os casos em que a Eq. (4.43)
ndo possuli raiz, as equacoes de campo (4.40) e (4.41) ndo sdo consistentes. Portanto, escolhas
de fungdes f(R) que levam a esse comportamento devem ser evitadas.

1
5 (RT:O -

Com relagdo a Eq. (4.41), ela é a definicdo da conexao de Levi—Civita para uma nova métrica
h,,, através da transformagdo conforme

hyv = ng,uv s (445)

podendo, portanto, ser reescrita como
Vo (V=hH")=0. (4.46)

Escrita em termos da nova métrica, a conexao I““W ¢ dada por

1

£ = SH% (B + Py = ) - (4.47)

enquanto que, em termos da métrica g,, temos pela Eq. (4.45)

A,

Fa/lv = {a,uv} + zlﬁ (5261/]?7? + 630#]07( + gﬂvgaﬁaﬁf'k) > (448)
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onde {aﬂv} sdo as conexdes de Levi—Civita para a métrica g,,, dadas pela Eq. (2.3). Pode ser
mostrado entdo que, em termos desta conexdo, o tensor de Riemann generalizado pode ser
escrito como (Vollick 2003)

Raw/f(r) = raﬂv,ﬂ B raﬂﬁ,v + raﬁrrryuv - rawrrguﬁ : (4.49)

Deste modo, o tensor de Ricci pode ser obtido a partir do tensor de Riemann acima utilizando a
definicdo (2.5).

Uma consequéncia util dessas relagdes € que as equacdes de campo no formalismo de Palatini
podem ser reduzidas a apenas uma, a Eq. (4.40). Como a Eq. (4.42) pode ser resolvida para
R = R(T) e aEq. (4.48) nos fornece lA""W em termos de R e g*”, nés podemos eliminar a conexao
independente das equacdes de campo e expressi-las apenas em funcdo da métrica e dos campos
de matéria. Outra consequéncia € que os termos em (4.48) envolvendo fz podem ser expressos
como derivadas de 7. Uma vez que T contém apenas a métrica e ndo suas derivadas, a conexao
envolverd somente as primeiras derivadas da métrica, de modo que as equagdes de campo (4.40)
serdo de segunda ordem na métrica g,,, .

Assim como fizemos para o formalismo métrico, também podemos reescrever as equacoes
de campo (4.40) em uma forma semelhante as equacdes de Einstein (2.14) (Sotiriou & Faraoni
2010), com o tensor de Einstein, calculado com a métrica g,,,, dado por

8uv f 1
Gﬂv = KefTﬂy - % ( — f_‘qz) + f_‘R (vav - gva)fR
3

Euv 2
S [Vt i~ S v ] 4.50)

onde, assim como na Eq. (4.11), a quantidade «.f = «/ fz € 0 acoplamento gravitacional efetivo
da teoria. Para obtermos a expressdo (4.50) € necessdrio expressarmos a relagdo entre o tensor
de Ricci generalizado R, e o tensor de Ricci dependente da métrica g, . E possivel demonstrar
que (Oliveira 2010)

3VufrVifr 1

1
Ry=R,y+ ————|V,V, + —g,,0
T T ()2 R[“ 28"

onde as derivadas covariantes V,, devem agora ser efetuadas com a conexdo métrica de Levi—-
Civita. O trago desta equacdo fornece

= (4.51)

3VfRVF fr - 301
2(fz) Iz
Observe que R ndo € o escalar de Ricci de h,,, uma vez que a métrica utilizada para a contragido

de R,, foi g,,. Note ainda que ambos os lados da Eq. (4.50) dependem apenas da métrica e dos
campos de matéria, o que faz com as equacdes de campo para esta teoria sejam expressas na

R=R+

(4.52)

forma da RG, mas com o lado da fonte (o lado direito) modificado e que inclui derivadas do
tensor energia-momento, dado que fg €, na pratica, uma fungdo implicita de 7.
4.2.2. Equivaléncia com a teoria de Brans—-Dicke

Teorias f(R) no formalismo de Palatini também podem ser reformuladas como uma teoria de
Brans—Dicke (Flanagan 2004a, Olmo 2005, Sotiriou 2006b). Para examinarmos a equivaléncia
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entre as teorias f(R) no formalismo de Palatini com as teorias de Brans—Dicke, é importante
lembrar que as conexdes utilizadas neste formalismo sdo as conexdes de Levi—Civita para a
métrica h,, = frg,,. Deste modo, fz pode ser interpretado como sendo 0 novo campo escalar ¢,
de forma que hy,, = ¢g,,.

Ap6s isso, podemos utilizar a expressao (4.52) para expressarmos R em termos de R e ¢, ou
seja,

3V,6V4 300
292 ¢
Agora vamos utilizar a Eq. (4.14) no contexto do formalismo de Palatini, isto €, R — R. Entdo,

inserindo a Eq. (4.53) em (4.14) e desprezando a divergéncia total, obtemos (Sotiriou & Faraoni
2010)

R=R+ (4.53)

1
Spal = 2—fd4x\/—g
K

Como a Lagrangiana da matéria ndo possui dependéncia com a conexdo I'

3
$R + %g” "0,40,¢ — U() + Lin(guth) | - (4.54)

(03
uv?

que esta acdo é matematicamente equivalente a acdo (3.22), com parametro de Brans—Dicke
WRD = —3/2

concluimos

4.2.3. Dinamica cosmica

Para obtermos as equagdes que governam a dindmica cosmoldgica no formalismo de Palatini
iremos fazer as mesmas suposi¢des consideradas para o formalismo métrico na secao 4.1.3, ou
seja, métrica FLRW plana dada pela Eq. (2.31), tensor energia-momento para um fluido per-
feito (2.8), fr > 0 e frr > 0. Com estes pressupostos, nés podemos obter as componentes do
tensor de Ricci generalizado R, em termos das componentes do tensor de Ricci R, associ-
ado com a métrica g,, utilizando a rela¢do (4.51). Isto nos fornece a equagdo de Friedmann
generalizada (veja, por exemplo, Sotiriou & Faraoni 2010)

(H+1@')2—L[K(p+3)+f] (4.55)
27 ) 6 P |

Sabemos que o trago do tensor energia-momento dado pela Eq. (2.11) ndo contém termos
relacionados com a radiagdo, pois p, = p;/3, tal que T = 0. Portanto, como p = py, + p; €
P = Pm + Pr, @ Eq. (4.42) fornece diretamente uma relagdo algebrica entre R e a densidade de
energia da matéria. Esta relacao é dada por

fRR = 2f = —Kpm - (4.56)

Combinando a derivada temporal desta equacdo com a conservagao de energia (2.58) nds obte-

mos S
, «kHpp
R=—"" (4.57)
JrrR — [fr
Finalmente, substituindo a Eq. (4.57) na Eq. (4.55) nés temos
m 2 T
2 _ Kom * 260 ¥ ] (4.58)

6 frE? ’
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onde
3 frr KPm

2 fr frrR— fr
Note que as equagdes de Friedmann usuais para k = 0 serdo completamente recuperadas a partir
das expressodes acima se f for linear em R. Além disso, podemos notar que a Eq. (4.58) é, na
verdade, a equacdo de Friedmann usual com uma fonte modificada, onde a forma funcional
de f(R) ird determinar como a dindmica ird ser afetada por esta modificacdo. Neste ponto,
¢ importante enfatizar que com as Eqs. (4.42), (4.58) e (4.59) é possivel, dada uma forma
funcional para f(R), determinar uma histéria csmica e, simultaneamente, compara-la com as
observacdes astrofisicas e cosmoldgicas a disposic¢ao.

E=1+ (4.59)

Um particular interesse tem sido focado sobre modelos de f(R) contendo poténcias de R. De
fato, Vollick (2003) investigou o modelo f(R) = R — /R no formalismo de Palatini e mostrou
que este nos leva a uma expansao do tipo de Sitter na medida em que a densidade vai a zero. Este
resultado forneceu uma evidéncia em favor dos modelos tipo 1/R na explicacdo da aceleragcao
cOsmica. Para coincidir com observacdes da historia da expansao, o parametro a deve ser da
ordem de ~ 107%7 eV? (ou ~ 10~ m~2). Em regimes na qual kp > «, a Eq. (4.58) se reduz com
boa precisdo a equagdo de Friedmann usual, o que pode ser verificado substituindo este modelo
de f(R) na Eq. (4.58).

Alguns modelos mais gerais baseados em poténcias positivas (jA que pode-se pensar na
funcido f(R) como uma expansdo em série) de R também t€m sido considerados na literatura
(Meng & Wang 2004c,d, 2005, Sotiriou 2006a,d). No entanto, ao contrario do que acontece no
formalismo métrico para estes modelos, pode ser mostrado que tais termos nao nos levam a uma
fenomenologia cosmologicamente vidvel. Eles ndo podem, por exemplo, conduzir a inflagdo,
devido a inexisténcia no formalismo de Palatini de uma dindmica extra em comparagdo com a
RG (Meng & Wang 2004d, Sotiriou 2006a). Adicionalmente, Pires et al. (2010) investigaram
cosmograficamente o comportamento de modelos f(R) tipo lei-poténcia e concluiram que mod-
elos com poténcias positivas de R levam a uma histéria da expansao invidvel (ver capitulo 7).

4.3. O formalismo meétrico-afim

Outra abordagem as teorias f(R) € o chamado formalismo métrico-afim (Hehl & Kerlick 1978,
Capozziello et al. 2007, Sotiriou 2007, Sotiriou & Liberati 2007). Neste formalismo, assim
como no de Palatini, a métrica e a conex@o sdo independentes entre si. No entanto, diferente-
mente dos formalismos métrico e de Palatini, a acdo da matéria pode depender tanto da métrica

como, também, da conexdo. A ac¢do para este formalismo pode ser escrita na forma (Sotiriou
2007)

1 N
Smét—aﬁm = Z{ fd4x \/__gf(R) + fd4x \/__ng(guv’rauv’w) . (460)

Assim como no formalismo de Palatini, o tensor de Ricci R, depende apenas da conexao.
Este formalismo pode, portanto, ser considerado como sendo mais geral que o procedimento de
Palatini, reduzindo-se a este tltimo tio logo a dependéncia da a¢do da matéria com a conexao
deixe de existir.
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Uma vez que a conexao € independente da métrica, € possivel definir a quantidade
wo =2 0Lm
(¢4 - ral 4
v—gale,

que € o chamado hipermomento (Hehl & Kerlick 1978) e representa a variacdo da acdo da

(4.61)

matéria com relacdo a conexao e faz o papel da defini¢do do tensor energia-momento (Sotiriou
& Faraoni 2010). Teorias f(R) no formalismo de Palatini sdo casos particulares das teorias f(R)
no formalismo métrico-afim com A/ = 0. A suposi¢do usual de que a conexdo € simétrica
nao ¢ mais considerada neste formalismo, motivando a defini¢cdao da quantidade anti-simétrica

chamada tensor torsdo de Cartan, S "w =f@

[uv]> que nao necessariamente € nulo, o que possi-

bilita a existéncia de torsao na teoria.

Note que, por permitir que a matéria esteja acoplada a outros campos que ndo apenas a
métrica, teorias f(R) neste formalismo ndo constituem teorias métricas e ndo possuem uma
representacdo na teoria de Brans—Dicke. Além disso, o formalismo métrico-afim ndo tem sido
investigado tao intensivamente quanto os formalismo métrico e de Palatini. Ele ndo serd abor-
dado nesta tese. Existem, no entanto, andlises extensivas desta formulacdo na literatura (veja,
por exemplo, Sotiriou & Liberati 2007, Sotiriou & Faraoni 2010).

4.4. Os frames de Jordan e de Einstein

As modificagdes na acdo de Einstein—Hilbert realizadas até aqui nos levaram a equacgdes de
campo bastante distintas das fornecidas pela RG. Existe, no entanto, a possibilidade de se tra-
balhar com as quantidades geométricas de forma que a acdo e as equacdes de campo sejam
semelhantes as da teoria de Einstein. Isto pode ser realizado através de dois passos: a realiza-
¢do de uma transformag@o conforme na métrica g, € a separacao dos termos geométricos na
acdo de forma a se recuperar uma acdo do tipo Einstein—Hilbert. O preco a ser pago por esta
simplificagdo € o surgimento de um acoplamento ndo-minimo entre os campos de matéria e a
nova métrica conforme (Barrow & Cotsakis 1988, Amendola 2000, Bean & Magueijo 2001).
Além disso, surge um novo grau de liberdade escalar que assume o papel da energia escura
e evolui de acordo com um potencial que depende da fungdo f(R) escolhida. Se a transfor-
macao entre as duas métricas for bem definida, os resultados obtidos pelas duas descricdes —
conhecidas na literatura como frames — deverao ser intrinsecamente 0S mesmos.

O frame no qual a forma da parte gravitacional da a¢do pode ser modificada e particulas
materiais livres seguem geodésicas da métrica € conhecido como frame de Jordan. Ja o frame
no qual a parte gravitacional da acdo tem a mesma forma da utilizada na RG e a matéria é
ndo-minimamente acoplada a gravidade é denominado frame de Einstein. Atualmente existem
discussdes e controvérsias a respeito de qual destes dois frames € o mais fisico ou o mais ade-
quado para o estudo dos problemas cosmoldgicos. Como em muitos trabalhos, serd assumido
aqui que ndo existe nada de excepcional nos dois frames. Alguns até mesmo sugerem que O
nimero de frames conformes ¢ infinito (Flanagan 2004b, Sotiriou et al. 2008). Esta discussao
ndo serd, portanto, abordada nesta tese e iremos trabalhar apenas no frame de Jordan. A de-
scricdo da versao de teorias f(R) no frame de Einstein e a discussdo sobre a equivaléncia entre
os dois frames pode ser encontrada em Faraoni & Nadeau (2007) e Pogosian & Silvestri (2008).
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4.5. Dinamica nas representacoes de Brans—Dicke

A representacdo de Brans—Dicke para as teorias f(R) no formalismo métrico revela que este
formalismo gera apenas um grau de liberdade extra em comparacdo com a RG. Para vermos
isto, vamos escrever as equagdes de campo correspondentes a acdo (4.14) (Sotiriou & Faraoni
2010):

1 1
G = gT,N = 258U @ + 2 (VuV6 — 8009) (4.62)
_du(¢)
R = TR (4.63)
O traco de (4.62) juntamente com (4.63) fornece
30¢ +2U(¢) — ¢d—U =T, (4.64)

d¢

que € a equagdo que governa a dinamica do campo ¢ em funcdo das fontes de matéria. A
auséncia do termo cinético para o campo escalar na acdo (4.14) ou na Eq. (4.63) ndo implica
que este grau de liberdade adicional ndo carrega dindmica. De fato, como pode ser visto da
Eq. (4.64), ¢ é dinamicamente acoplado aos campos de matéria e, portanto, € um grau de liber-
dade dinamico extra. Devemos mencionar também que a Eq. (4.63) restringe a dinamica de ¢,
levando a conclusdo de que as teorias f(R) no formalismo métrico — ou, analogamente, a teoria
de Brans—Dicke com wgp = 0 — constituem um caso diferenciado das teorias de Brans—Dicke
mais gerais (Sotiriou & Faraoni 2010).

Para o formalismo de Palatini, as equagdes de campo originadas da acdo (4.54) sdo:

K 3 1 o 1 U

Gy = $Tw - 2752 (V”</>Vv¢ - EgﬂvV oV, 0| + $(V,JVV¢ - g,0¢) — %gw,, (4.65)
1) dU 1
=Z(R- =]+ —V+¢V,0, 4.66
onde, tomando o traco da Eq. (4.65) e eliminando R na Eq. (4.66) obtemos
dU

2U — p— = kT 4.67
U=y =T (4.67)

que relaciona o campo ¢ com as fontes de matéria. Vemos que, ao contrario do que ocorre no
caso wgp = 0, no caso wgp = —3/2, que corresponde a teorias f(R) no formalismo de Palatini,
0 campo ¢ aparenta gerar dindmica na agdo (4.54) e na Eq. (4.66). Esta conclusdo é, contudo,
equivocada. Como pode ser visto na Eq. (4.67), ¢ € algebricamente relacionado com a matéria
para este caso e, portanto, nao carrega uma dindmica intrinseca. Na verdade, podemos combinar
as equacgoes de campo (4.65) e (4.67) para obtermos a Eq. (4.50), eliminando ¢ completamente.

Estes esclarecimentos nos levam a seguinte conclusdo: enquanto o campo escalar ¢ = fz no
formalismo métrico representa um campo dinamico, no formalismo de Palatini este campo €
nao-dindmico (Sotiriou & Faraoni 2010).

O argumento mais comum contra as teorias f(R) é baseado em sua identificacdo com a teo-
ria de Brans—Dicke ou teorias escalar-tensor mais gerais (Whitt 1984, Maeda 1989, Magnano
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& Sokolowski 1994). Vimos na sec¢ao 3.4.2 que testes do Sistema Solar descartam baixos
valores de wgp. Isto indica, aparentemente, que qualquer teoria f(R) é automaticamente descar-
tada por esta restricao (Chiba 2003). No entanto, é também conhecido (Hu & Sawicki 2007,
Khoury & Weltman 2004a,b) que em regides de alta densidade, o grau de liberdade escalar
ndao-minimamente acoplado fr adquire massa efetiva mg, dependente da curvatura (ou da den-
sidade de energia do ambiente local) através do ja mencionado mecanismo camaledo. O limite
mencionado para o parametro PPN vy na secdo 3.4.2 s6 € aplicdvel para valores pequenos da
massa do campo escalar, uma vez que y sO € independente da massa do campo apenas neste
regime (Wagoner 1970). Contudo, se o valor da massa efetiva do campo € alto, o pardmetro y
€ sempre da ordem da unidade (Sotiriou & Faraoni 2010). Neste caso, o campo escalar torna-
se de curto alcance, ndo tendo efeito em escalas do Sistema Solar. Por ndo possuir nenhuma
dindmica extra em comparacao a RG, estes efeitos ndo se aplicam ao formalismo de Palatini.
Mesmo assim, embora alguns autores demonstrem certo ceticismo a respeito da utilidade das
teorias f(R) devido sua equivaléncia com a teoria de Brans—Dicke, a discussdo acima mostra
que, argumentos simples baseados na equivaléncia formal com a teoria de Brans—Dicke sao
insuficientes para se fazer definicdes conclusivas sobre a viabilidade das teorias f(R). Além
disso, o que foi exposto nesta se¢io exemplifica como diferentes representacdes de uma mesma
teoria podem destacar algumas de suas caracteristicas e ser muito util para o entendimento da
mesma.

4.6. Critérios de viabilidade

E bem conhecido que, quando desejamos investigar a completa viabilidade de uma teoria f(R),
ela deve satisfazer certos critérios para que seja teoricamente consistente e compativel com as
observacgdes astrofisicas e cosmoldgicas. Pogosian & Silvestri (2008) compilaram uma lista de
requerimentos de viabilidade que modelos f(R) devem satisfazer. Listaremos estas condigdes
abaixo, enfatizando os significados cldssicas e quanticos.

1. frr(R) > 0 para R > frgr. — Do ponto de vista cléssico, esta condi¢do € consequéncia da
exigéncia de um regime de altas curvaturas que seja estavel. Quanticamente, isto implica
240 2 ~ _1 o .
em a massa quadratica do campo escalar (ou scalaron) m; = fg, ser positiva e assegura
que o scalaron ndo é um taquion, ou seja, ele ndo se propaga mais rapido do que a luz.

2. fr(R) > 0 para qualquer R. — Esta condicdo impede que a constante de Newton efetiva
Gt = G/ fg mude seu sinal. Nariai (1973) e Gurovich & Starobinsky (1979) mostraram
que se esta condi¢do € violada, o universo se torna rapidamente nao-homogéneo e aniso-
tropico. Do ponto de vista quantico, este requerimento evita que o grativon se torne um
ghost* (Nunez & Solganik 2004).

3. fr(R) < 1. — Devido a confiabilidade dos resultados observacionais provenientes da nu-
cleossintese primordial e da CMB, € desejavel que as teorias f(R) se comportem como o
modelo ACDMem altos redshifts (ou em regimes de altas curvaturas), o que implica em

¥ Um ghost é um grau de liberdade massivo cujo sinal do seu termo cinético d4 origem a um estado quantizado de
norma negativa, o que para particulas fisicas ndo € aceitavel (De Felice et al. 2006).
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f(R)/R, fr = 1 quando R — oo, ou seja,
Igim f(R) = R + constante . (4.68)

Adicionando este limite ao requerimento 1 encontramos que fz deve ser uma funcio
monotonicamente crescente de R, cujo valor colapsa em 1.

4. |fr(R) — 1| deve ser pequeno no universo recente. — Esta exigéncia s6 € necessdria se o
objetivo for investigar apenas os efeitos da teoria em escala solar e galdctica, sem estudar
as consequéncias cosmoldgicas. Ela pode ser escrita como

lim f(R) = R. (4.69)

Esta condi¢do assegura que uma pequena diferenca no valor do campo escalar entre
os regimes de alta densidade no centro galactico e de baixa densidade na periferia da
galaxia (Hu & Sawicki 2007). Khoury & Weltman (2004a) mostraram que a diferenca
entre estes valores € a responsdvel pela chamada “quinta for¢a” atuando sobre objetos
na vizinhanga da galdxia. Assumindo que o processo de formacgdo de galdxias em teo-
rias f(R) é semelhante ao que ocorre na RG, Hu & Sawicki (2007) sugeriram que o valor
atual de |fg — 1| ndo deve ser maior do que 10°5. E necessario, no entanto, uma inves-
tigacdo mais completa do processo de formacdo de galaxias em f(R) para limites mais
restritivos serem obtidos.

E importante esclarecer aqui a diferenca de notagdo dos diversos modelos de f(R) existentes
na literatura. Em muitos casos, o leitor encontrard uma modifica¢do na acdo de Einstein—Hilbert
do tipo R — R + f(R), ao invés da adotada nesta tese, em que R — f(R). As condi¢des de via-
bilidade e também as préprias equacdes de movimento da teoria irdo ser diferentes dependendo
da notagdo escolhida. No entanto, é direta a conversao entre uma notagao e outra e o significado
das condicdes listadas acima € o mesmo em ambas.

Sob um ponto de vista mais fenomenoldgico, Sotiriou & Faraoni (2010) elaboraram critérios
adicionais que modelos f(R) devem satisfazer para serem teoricamente consistentes € com-
pativeis com os experimentos astrofisicos e as observa¢des cosmoldgicas. Um dos critérios
a ser satisfeito € que qualquer modelo f(R) deve gerar perturbacdes cosmoldgicas compativeis
com os vinculos cosmoldgicos da CMB, estruturas de grande escala, e da nucleossintese primor-
dial. As equagdes para as perturbacdes de densidade de matéria foram derivadas no formalismo
de Palatini por Koivisto & Kurki-Suonio (2006). A evolugdo das perturbacdes cosmoldgicas €
sensivel a teoria gravidade adotada e constitui uma possivel ferramenta para discriminar entre
energia escura e gravidade modificada. Tanto a dindmica das perturbacdes cosmoldgicas quanto
a assinatura que elas deixam na CMB e em aglomerados de galédxias sdo afetadas pela mudanca
na teoria da gravidade (Knox et al. 2006, Koyama & Maartens 2006, Li & Chu 2006, Shirata
et al. 2005, Skordis et al. 2006, Stabenau & Jain 2006, White & Kochanek 2001). Isto originou
varios esforcos para se vincular a gravidade f(R) com dados da CMB (Amendola & Tsujikawa
2008, Carloni et al. 2008, Li & Barrow 2007, Pogosian & Silvestri 2008, Tsujikawa 2008, Wei
& Zhang 2008). Embora a maioria destes trabalhos estejam restritos a escolhas particulares do
modelo f(R), alguns poucos resultados mais gerais também foram obtidos. De fato, a condi¢ao
1 de Pogosian & Silvestri (2008) ja havia sido proposta por Song et al. (2007), que mostrou que
tal requerimento assegura a estabilidade das perturbacdes escalares.
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Outro critério que serve de teste para modelos f(R) que tentam explicar a aceleracdo césmica
€ que tais modelos devem descrever a dinamica cosmoldgica correta. Basicamente, estes mod-
elos devem predizer a sequéncia padrao das eras cosmoldgicas: a era dominada pela radiacdo,
a dominada pela matéria e a aceleracdo atual. Neste sentido, ainda existe um grande debate
na literatura acerca da viabilidade dos formalismos métrico e de Palatini e um desfecho ainda
parece distante. Por exemplo, um dos debates mais populares diz respeito a modelos do tipo
lei-de-poténcia f(R) = R — B/R". Investigando a luz do formalismo métrico, Amendola et al.
(2007b) concluiram que este modelo nao prevé uma histdria da expansdo correta. A viabilidade
cosmoldgica deste modelo no formalismo de Palatini serd discutida no capitulo 7.

Diversos trabalhos corroboram a ideia de que no formalismo de Palatini € possivel se obter
a histdria cosmoldgica padrio, tanto do ponto de vista tedrico (Meng & Wang 2004b, Nojiri
& Odintsov 2004, Olmo & Komp 2004, Olmo 2005, Allemandi et al. 2006, Capozziello et al.
2006a, Koivisto & Kurki-Suonio 2006, Li & Chu 2006, Sotiriou 2006a,d), quanto do ponto de
vista observacional (Amarzguioui et al. 2006). No entanto, a despeito destes esforcos, é con-
senso que a dinamica cosmoldgica de modelos f(R) baseados no formalismo de Palatini ainda
ndo € totalmente compreendida (Fay et al. 2007). De fato, a maioria dos vinculos observacionais
existentes na literatura se concentram em modelos semelhantes a forma f(R) = R — B/R". Nesta
linha de raciocinio, investigacdes da histdria da expansao cdsmica utilizando outros modelos no
formalismo de Palatini poderdo revelar algumas informagdes a respeito da viabilidade observa-
cional deste formalismo. Um exemplo disto foi demonstrado por Carvalho et al. (2008), Santos
et al. (2008), Pires et al. (2010), na qual a presenca das trés fases da evolucao césmica permi-
tiu a distin¢do do modelo lei-de-poténcia no formalismo de Palatini do seu correspondente no
formalismo métrico, investigado por Amendola et al. (2007b).

Para resumir esta discussdo, podemos dizer que para serem vidveis cosmologicamente, 0s
modelos f(R) devem descrever a dindmica cosmoldgica correta, exibir o comportamento cor-
reto das perturbagcdes gravitacionais, e gerar perturbacdes cosmoldgicas compativeis com o0s
vinculos cosmolégicos da CMB, de estruturas de grande escala e da nucleossintese primordial.
Este requerimentos sdo independentes entre si e devem ser investigados separadamente. Para
uma teoria f(R) ser completamente vidvel, todos eles devem ser satisfeitos. E importante en-
fatizar, no entanto, que nao temos por objetivo nesta tese investigar a completa viabilidade do
formalismo de Palatini e ndo iremos tratar das questdes de viabilidade relacionadas com as per-
turbacdes e formacgdo de estruturas. Iremos nos focar apenas na histdria da expansdo césmica
que alguns modelos f(R) no formalismo de Palatini predizem e sua compatibilidade com as
observagdes atuais.

4.7. Problemas no formalismo de Palatini

Antes de iniciarmos a discussdo sobre a viabilidade de alguns modelos f(R) nos proximos
capitulos, vamos fazer mais algumas consideracdes sobre o formalismo de Palatini. Um ponto
positivo deste formalismo é que as equagdes de campo de segunda ordem na métrica ndo sofre
com a instabilidade de Dolgov-Kawasaki associada com o sinal negativo de fzg (Sotiriou 2007).
Para entendermos como este tipo de instabilidade pode ocorrer no formalismo métrico, vamos
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seguir Sotiriou (2009) e parametrizar desvios da RG como
f(R) =R+ €p(R), (4.70)

onde ¢ é uma fung¢do adimensional e o valor do parametro € tem dimensdes de massa ao
quadrado e deve ser muito pequeno, o que € necessario para as teorias consideradas aqui re-
produzirem a dindmica cosmoldgica correta. Substituindo a forma funcional acima na Eq. (4.9)
nds obtemos

R+ LRREgepy gy PRl AT 29
YRR 3€prr 3€prr  3¢rr

onde assumimos gg # 0. Vamos agora aproximar localmente a métrica e a curvatura em uma

4.71)

pequena regido do espaco-tempo, ou seja,

guv = My + My 4.72)
R = —«T + R, (4.73)
(4.74)

onde a métrica 1, € a métrica de Minkowski e a perturbac@o na curvatura obedece a condi¢io
IR, /kT| < 1. Nesta aproximac¢ao, considerando apenas a primeira ordem em R;, a Eq. (4.71)
fornece

) 2 2 1 (1
R, — V2R, — ZIRRR ooy ZEPRRR o 0d(T) - grad(R)) + (— - QDR)RI
©RR ¥RR 3prr \ €
.. Tor +2
= kT — (V2T - KR 2P (4.75)
3¢rr

onde grad() e V2 representam o gradiente e o Laplaciano no espaco Euclidiano tridimensional,
respectivamente. A fungdo ¢(R) e suas derivadas sdo calculadas em R = —«T'. O coeficiente do
ultimo termo do lado esquerdo € uma massa efetiva ao quadrado. Devido ao pequeno valor de
€, esta massa € dominada pelo termo 1/(3epgg). Com isto, o modo escalar R; da teoria serd
estdvel se sua massa efetiva for positiva, ou seja, ¢grr = frr > 0, € instdvel se ¢gr = frr < 0.
Esta instabilidade pode ser considerada como uma instabilidade no setor de gravidade (Faraoni
2006). Por aparecer nas equagdes que governam a dindmica do escalar de curvatura, ela também
€ conhecida como instabilidade do escalar de curvatura.

No caso do formalismo de Palatini, nds podemos ver que, como a Eq. (4.42) fornece uma
relacdo algébrica entre R e T, se invertermos a relagdo (4.52) e expressarmos o escalar de Ricci
R em funcdo do escalar de Ricci generalizado R iremos notar que o escalar de Ricci R da métrica
gy pode ser expresso diretamente em fungdo do traco do tensor energia-momento 7', o que
indica que ele ndo carrega nenhuma dindmica. Com isto, nenhuma instabilidade pode ocorrer
neste formalismo. De fato, a instabilidade de Dolgov-Kawasaki estd estritamente relacionada
com o grau de liberdade escalar extra do formalismo métrico.

Embora possua esta vantagem em comparagdo com o formalismo métrico, o formalismo de
Palatini ndo esta livre de problemas. Flanagan (2004a,b) demonstrou que, se a energia escura
e a matéria ndo-relativistica sdo fortemente acopladas, surgem correcdes ndo-perturbativas na
acdo da matéria, o que leva este formalismo a um conflito com o modelo padrio da fisica de
particulas. Este acoplamento também implica na incompatibilidade entre modelos de aceleracdo
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baseados no formalismo de Palatini e as observagdes de estrutura de grande escala, sendo que
a solugdo para este problema é garantir que o desvio entre o modelo f(R) neste formalismo e o
modelo ACDM seja pequeno (Li & Chu 2006, Tsujikawa et al. 2008).

Existe também uma quantidade significatia de trabalhos sobre o limite Newtoniano de teo-
rias f(R) no formalismo de Palatini (veja, por exemplo, Olmo 2005). Dominguez & Barraco
(2004) argumentaram que modelos f(R) com uma singularidade de ordem n* em R = 0 e com
Jrr(Rp) # 0 (onde Ry € o escalar de Ricci no background) nao fornecem o limite Newtoniano
correto. No entanto, este resultado contrasta com o obtido por Meng & Wang (2004a), na qual
o limite Newtoniano € sempre possivel neste formalismo, o que também estd de acordo com os
argumentos de Sotiriou (2006c), que investigou modelos do tipo lei-de-poténcia e concluiu que
o limite Newtoniano € obtido desde que os coeficientes das poténcias de R sejam pequenos.

Além dos problemas mencionados acima, a natureza ndo-dindmica do campo escalar tam-
bém ¢ fonte de mais deficiéncias da formulacao de Palatini. Em particular, foi mostrado por Ba-
rausse et al. (2008a,b) que esta natureza do campo escalar pode levar a uma divergéncia no
escalar de Ricci na superficie de um objeto compacto estatico e esfericamente simétrico com
equagdo de estado politrépica p = cpj e 3/2 <T <2 (onde p é a pressdo e p, é a densidade
de massa de repouso). Este problema estd estd relacionado com a natureza algébrica da re-
lagdo (4.42) (De Felice & Tsujikawa 2010a). Além disso, Barausse et al. (2008a) argumentam
que o surgimento desta singularidade nao se restringe a um modelo especifico de f(R). Existem,
contudo, estudos que contestam as afirmag¢des acima. Kainulainen et al. (2007) e Olmo (2008),
por exemplo, reexaminaram este problema e concluiram que estas singularidades podem ter
origem nas particularidades da equacdo de estado politrpica (por exemplo, seu regime natural
de validade) e no modelo f(R) escolhido. Por fim, também € conhecido que no formalismo de
Palatini o problema do valor inicial, ou problema de Cauchy (Wald 1984), ndao € bem formulado
devido a presenca de derivadas de alta ordem dos campos de matéria nas equacdes de campo da
teoria (Lanahan-Tremblay & Faraoni 2007). Os estudos de Capozziello & Vignolo (2009a,b)
e Olmo & Sanchis-Alepuz (2011), no entanto, contrariam estas descobertas e advogam que este
tema ainda necessita de muita investigacao.

Todos os problemas mencionados acima evidenciam o amplo debate a respeito da viabilidade
das teorias f(R) no formalismo de Palatini. Eles também sinalizam que qualquer investigacao
que facga uso deste formalismo certamente ajudard a clarificar as questdes expostas aqui. Elas,
por enquanto, permanecem em aberto.

4.8. Sumario

Neste capitulo realizamos uma breve revisao das teorias f(R). Procuramos enfatizar os aspectos
mais gerais desta classe de teorias no contexto dos formalismos variacionais métrico e de Pala-
tini. Também apresentamos os problemas e as consequéncias do formalismo de Palatini, uma
vez que a viabilidade deste formalismo no cenério cosmoldgico € o foco central desta tese. Este
capitulo finaliza a primeira parte deste texto, cuja a proposta foi inserir as motivagdes € 0s con-
ceitos tedricos necessarios ao entendimento dos trabalhos realizados. A préxima parte trata dos

§ nel.
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aspectos relacionados aos testes de viabilidade realizados em nossos trabalhos. Diante disto,
nos proximos capitulos introduziremos os modelos f(R) estudados e discutiremos os resultados
de nossa investigacdo observacional desses modelos no formalismo de Palatini.
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5 Consequéncias cosmolaégicas de gravi-
dade f(R) exponencial

Resumo:  Um modelo cosmoldgico a partir de
uma gravidade f(R) exponencial é introduzido. Al-
gumas de suas consequéncias observacionais sdo
apresentadas. Os resultados de nossas andlises so-
bre a viabilidade deste modelo no formalismo de

Palatini sdo discutidos.

5.1. O modelo

A possibilidade da aceleracdo césmica atual ser explicada pelas teorias f(R) foi primeiro sug-
erida no formalismo métrico por Capozziello (2002). Apds isto, diversos modelos que satis-
fazem as condi¢Oes de viabilidade descritas na se¢do 4.6 t€ém surgido como alternativas vidveis
a energia escura (Amendola et al. 2007a, Amendola & Tsujikawa 2008, Appleby & Battye
2007, Hu & Sawicki 2007, Li & Barrow 2007, Starobinsky 2007, Tsujikawa 2008).

Com o objetivo de investigar as previsOes de teorias f(R) sobre o efeito Sachs—Wolfe Inte-
grado (ISW), Zhang (2006) introduziu o modelo

f(R) = R — A, H2e RIH; (5.1)

onde A,, sdo constantes adimensionais positivas. Para este modelo, um efeito Sachs—Wolfe
detectdvel pode ser reproduzido em z > 3. Desde entdo, tem havido um crescente interesse na
classe de modelos de gravidade f(R) semelhantes a Eq. (5.1) (ver, por exemplo, Cognola et al.
(2008), Linder (2009), Bamba et al. (2010), Yang et al. (2010) e referéncias 14 contidas).

Mais tarde, Cognola et al. (2008) estudou formas funcionais que tornam-se uma constante
cosmoldgica a partir de um determinado valor do escalar de Ricci. Uma das formas investigadas
possuia um comportamento exponencial do tipo

f(R) =R +a(e™ -1) (5.2)

69
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Figura 5.1.: Evolugdo da equagdo de estado relacionada com a modificacdo na gravidade para o modelo
exponencial. As curvas correspondem aos pares (5,Q2mo) = (2;0,274), (5,Q2mo) = (3;0,276)
e (8,Qmo) = (4;0,276). Figura reproduzida de Yang et al. (2010).

que possui o caso ACDM (f — R + constante) como limite assintético para altos valores de R.
Quando R — 0, a constante cosmoldgica € suprimida. Algumas condi¢des de viabilidade desta
classe de modelos foram investigadas por Bamba et al. (2010).

Recentemente, Linder (2009) prop0s a seguinte forma funcional:
f(R) = R = BRy(1 — ™) (5.3)

Na expressdo acima, S é um parametro livre da teoria e R, corresponde a escala de curvatura
na qual, a partir dela, os efeitos da aceleracdo da expansdo cosmica se tornam relevantes. Este
modelo se aproxima do caso ACDM a medida em que  se torna grande uma vez que, no
formalismo métrico, € possivel mostrar que Ry = 6(1 — Q0 — Qy)/B, de forma que o termo
exponencial tende a zero para grandes valores de 5. Esta expressdo para R, pode ser encontrada
tomando o limite assintético da Eq. (4.15) para altos redshifts. Neste caso, o desvio deste
modelo para o caso ACDM € pequeno, ja que neste regime (altas curvaturas) as corre¢des devido
a curvatura sio despreziveis e a exponencial vai a zero. Com isto, a Eq. (4.15) para este modelo
se reduz a equacao de Friedmann (2.76) para ; = 0 e com Qp = (1 — Q0 — Q) = BR,/6.
Em um trabalho recente, Yang et al. (2010) realizaram uma anélise observacional do mod-
elo (5.3). A Fig. 5.1 mostra algumas curvas obtidas pelos autores para trés valores de 8 e Q.
Podemos ver que o modelo (5.3) se aproxima ligeiramente do caso ACDM (wpg = —1) para
B > 4. Comparando as previsdes deste modelo com dados de SNs Ia, BAO e CMB, os autores
encontraram um limite inferior para 8 em 1,27. Nao foi encontrado, contudo, qualquer limite
superior. Isto permite a compatibilidade deste modelo com o caso ACDM (8 — o). E impor-
tante notar, no entanto, que todas estas andlises listadas até aqui para o modelo exponencial
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foram realizadas utilizando-se o formalismo métrico. No que segue, descreveremos nossa in-
vestigacao sobre as conseqiiéncias cosmoldgicas de uma teoria f(R) exponencial no formalismo
de Palatini.

5.2. Metodologia

Nos adotamos o seguinte modelo:
f(R) =R - anHj (1 - ™) . (5.4)

Duas equagdes necessdrias para este estudo sdo a primeira e segunda derivadas da fun¢@o acima
com relagdo ao escalar de Ricci,

fe(R) = 1 = ne ®les (5.5)

frr(R) = —— R (5.6)
aH;

Note que, a despeito da simbologia dos parametros, este modelo é o mesmo da Eq. (5.3), onde n
faz o papel de B e a corresponde a R,. Observe ainda que o caso ACDM € o limite deste modelo
no regime R > aHj;. No regime R < aHZ, a Relatividade Geral sem constante cosmoldgica
€ recuperada. Como ja deve ter sido observado, por questdo de conveniéncia, abandonamos a
notacdo R para o escalar de Ricci criado a partir da conexdo independente da métrica e passamos
a utilizar a notacao padrao R.

Assumindo um universo homogéneo e isotrépico descrito pela métrica FLRW plana (2.31),
sabemos que a equagdo de Friedmann no formalismo de Palatini é dada pelas Eqgs. (4.58)
e (4.59). Outra relagdo pertinente em nosso estudo € a equacao do traco das equacdes de campo,
dada por (4.42). E itil reescrevermos estas equagdes em termos dos pardmetros de densidade.
Assim, temos

3Quoa +6Qa + L1

H(a) = H, T ol (5.7)

onde ) X

9 H-Q oa
P Ly (5.8)

2 fr frrR — fr

e também

fxR = 2f = =3H;Quoa > . (5.9)

Uma caracteristica interessante do formalismo de Palatini € que, como existem duas equacdes
que vinculam as solu¢des do nosso problema (as Egs. (5.7) e (5.9)), podemos utilizar uma delas
para eliminarmos um parametro do nosso modelo. De fato, se utilizarmos a Eq. (5.9) em z = 0,
poderemos escrever o pardmetro n em func¢do dos outros parametros como

Ro — 3H2Qu

= 2a,H§(1 _ e_RO/aHS) _ e—Ro/(IHSRO

, (5.10)
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com o custo adicional do surgimento de um novo parametro, Ry, que € o valor do escalar de
Ricci em z = 0. Este novo parametro poderia, a principio, ser obtido em termos dos outros
parametros da teoria pela substitui¢do da Eq. (5.10) na Eq. (5.7) em z = 0. Este procedimento
nos daria, para o modelo aqui descrito, Ry em func¢do de €, e @, fazendo restar ao problema
apenas dois parametros. No caso do modelo descrito aqui, este procedimento fornece uma ex-
pressdo muito complicada para R, e ndo foi utilizado nas andlises deste modelo. No trabalho
discutido neste capitulo utilizamos todos os trés parametros originais do modelo (5.4) no for-
malismo de Palatini (Q,,,@,n) e o valor do escalar de Ricci a ser colocado na Eq. (5.7) para
qualquer z foi obtido diretamente da raiz da Eq. (5.9). Discutiremos mais sobre esta questao
no capitulo 6. Aqui, o surgimento da Eq. (5.10) serve para mostrar que a condi¢do R > aHg
(quando o modelo se aproxima de ACDM) implica em altos valores de n. E importante dizer
ainda que, em nossas andlises, ndés impomos a positividade do acoplamento gravitacional efe-
tivo «/ fr(R) > 0 (condicao 2 da se¢do 4.6), evitando assim, uma anti-gravidade. Isto conduz a
restri¢do n < exp (R/aH}).

Para testarmos a viabilidade observacional deste cendrio exponencial (5.4), nds realizamos
uma andlise estatistica de y?, (descrita no apéndice B.1) utilizando o conjunto de SNs Ia Union2
(Amanullah et al. 2010), juntamente com 11 determinagdes da taxa da expansdo cosmica H(z)
(Stern et al. 2010) (veja o apéndice A.2 para uma descri¢do desses dados). Em todas as analises
realizadas, nés fixamos o pardmetro de densidade de radiacdo em Q = 5 x 107>. Com isto, o
conjunto completo de pardmetros livres para este modelo é P = (Q0, 11, @).

Com o objetivo de impor restricdes quantitativas se reduz a dados de H(z) no modelo de
gravidade exponencial dado pela equacao (5.4), nés minimizamos a fun¢do

) Ny [H(teo)(Zi|P) _ H(obs)(zi)]l
Xy = . : (5.11)

p g

onde H™)(z|P) é o valor teérico do parAmetro de Hubble em z;, dado pela Eq. (5.7), e o
é a incerteza para cada uma das Ny = 11 determinacdes de H°*(z;) obtidas de Stern et al.
(2010). Em nossas andlises, nés adicionamos a essa amostra de H(z) uma estimativa do valor
da constante de Hubble, Hy = 72 + 8kms™! Mpc_l, fornecida pelos resultados do HST (Freed-
man et al. 2001). A partir da fungdo y7 acima, nés construimos a fungdo de probabilidade
L x exp(—)(%{/2) e derivamos os intervalos de confianca de 68,3%, 95,4% e 99,73% para os
parametros Q, n € a.

Para o testes estatistico envolvendo SNe Ia, assim como no teste de H(z), nds estimamos o
melhor ajuste para o conjunto de parAmetros P utilizando a estatistica de y?, com

2
) NsN [ﬂ(teo)(zilp) _M(obs)(Zi)]

v =, 5 : (5.12)

i=1 0;

onde, para o conjunto de SN Ia utilizado temos Ngy = 557.
Finalmente, nds também realizamos uma analise combinada dos dados de H(z) e SNs Ia,
através da minimizagdo da seguinte quantidade:

Xt =X+ XN - (5.13)

Em todas as andlises, nds realizamos uma marginaliza¢cao numérica sobre a constante de Hubble
H,. Para mais detalhes acerca deste processo, veja o apéndice B.2.
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Figura 5.2.: (a) Estimativas do parametro de Hubble H(z) como fungdo do redshift obtidos em Stern
et al. (2010); (b) Diagrama de Hubble para as 557 SNs Ia do conjunto Union2 (Amanullah
et al. 2010). Em ambeas as figuras, as curvas correspondem aos valores de melhor ajuste dos
pardmetros do modelo exponencial no formalismo de Palatini (Qn, 72, @), obtidos a partir
de nossas andlises envolvendo dados de H(z), SNs Ia e H(z) + SNs Ia. Estes valores sdo
mostrados na tabela 5.1. Em (a), para efeitos de comparacdo, o modelo ACDM plano com
Qo = 0,27 também é mostrado.

Tabela 5.1.: Valores de melhor ajuste e intervalos de confianga de 68,3%, 95,4% e 99,73% para os
pardmetros do modelo f(R) exponencial.

Teste Qo n a X2
+0,03 +0,07 +0,10 +0.41 +0,77 +1,13 +0,53 +1,09 +1,69

H(z) 0,27 Z5,03 ~0:06 ~0.09 156 756 Z 114 12 2,56 019 “0'94 134 0,84
+0,005 +0,01 +0,02 +0,23 10,26 +0,28 +0,02 +0,03 +0,05

SNs Ia 0.33 0003 001 ~002 960 2557 Z0102 —0,04 148 7001 Z0.03 ~0.04 0,97
+0,004 0,01 +0,02 +0,007 40,36 +0,38 +0,02 40,04 +0,06

H(z) + SNsla 0327003 7501 001 09620003 001 002 190 2901 ~0,03 —0.05 0,97

5.3. Resultados e discussao

A Fig. 5.2 mostra os dados observacionais de H(z) obtidos de Stern et al. (2010) e o diagrama
de Hubble para as supernovas do Union2 (veja Amanullah et al. (2010) para mais detalhes).
Ela também mostra a evolugao tedrica do parametro de Hubble H(z) dado pela Eq. (5.7) e do
modulo de distincia u(z) dado pela Eq. (A.4) como fungdo do redshift para os valores de melhor
ajuste de Qy,, n, € a. Para efeitos de comparacdo, o modelo ACDM com Q,,y = 0,27 também
¢ mostrado na Fig. 5.2a (linha espessa). Note que todos os modelos parecem ser capazes de
reproduzir razoavelmente bem tanto as medi¢des de H(z) quanto as de SNs [a. Observe também
que, por H(z) ser uma medida mais direta da teoria subjacente do que o mdédulo de distancia
u(z), esta medida é mais sensivel a variagdo dos parametros da teoria. Isto pode ser visto na
Fig. 5.2, observando-se a discrepancia entre as curvas das duas figuras.

Os intervalos de confianca de 68,3%, 95,4% e 99,73% para os parametros .o, n € @ sao
mostrados na tabela 5.1. Os valores de melhor ajuste encontrados a partir da andlise envolvendo
H(z) foram Qo = 0,27, n = 1,56 e @ = 2,56. Como esperado, devido as grandes incertezas at-



74 CAPITULO 5. CONSEQUENCIAS COSMOLOGICAS DE GRAVIDADE F(R) EXPONENCIAL

T T T T T T T T 05 T T i T i T T T T T T T
--- Union2
H@
] — Union2 +H(2
O -
—
~— N
5 =
=
--- Union2 -05r
H(2) 4
— Union2 + H(2
— ACDM
L L L L L L L L _1 L L L L L L L L L L L L L
1 15 2 25 3 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3
V4 z
(a) (b)

Figura 5.3.: (a) Evolucdo do parametro de desaceleracdo g(z) como funcdo do redshift para o mod-
elo de gravidade exponencial no formalismo de Palatini. Note que para algumas combi-
nacdes de pardmetros a aceleracdo césmica é um fenémeno transiente. O modelo ACDM,
cuja a aceleracdo cosmica prevista € eterna, também € mostrado para efeito de comparagao;
(b) Evolugdo do parametro da equagdo de estado efetiva para o mesmo modelo. Assim como
na Fig. 5.2, em ambas as figuras, as curvas correspondem aos valores de melhor ajuste de
Qmo, n € a obtidos a partir de nossas andlises envolvendo dados de H(z), SNs Ia e H(z) +
SNs Ia. Estes valores sdo mostrados na tabela 5.1.

uais nas medidas de H(z), podemos ver claramente que esses dados sozinhos ndo fornecem re-
stricdes para os valores de n e @ menores do que os dados de SNs Ia. Para a anélise de SNs Ia, os
valores de melhor ajuste sdo Q0 = 0,33,n =0,60e @ = 1,48 com y; = )(Izm,n/v ~ 0,97 (onde v é
o numero de graus de liberdade e € descrito no apéndice B.1). Note que os intervalos sdo agora
consideravelmente menores do que os obtidos a partir da anélise de H(z) descritos acima, o que
reflete o maior poder de restri¢do dos dados de SNs Ia quando comparados com a amostra atual
de H(z). Os valores de melhor-ajuste para esta andlise sdo Q0 = 0,32,n = 0,56 e @ = 1,56 com
)(f ~ 1. No nivel de confianca de 95,4%, n6s encontramos 0,31 < Q.o < 0,33, 0,55 <n < 0,92
e 1,53 < a < 1,60. Para a andlise combinada H(z) + SN Ia, os valores de melhor ajuste foram
Qr0=032,n=056¢e a=1,56 com sz ~ 1,0. No nivel de confianca de 95,4%, ndés encon-
tramos 0,31 < Q0 <0,33,0,55 <n <0,92¢e 1,53 < a < 1,60 (veja Tabela 5.1).

5.3.1. Historia cosmica

Fischler et al. (2001), Hellerman et al. (2001) e Cline (2001) apontaram um possivel conflito
entre uma expansao cosmica eternamente acelerada e nosso melhor candidato para uma teoria
quantica da gravidade, ou seja, a teoria de cordas. A razdo para este conflito é que a tnica
formulacao conhecida da teoria de cordas € descrita em termos de matrizes S, as quais exigem
estados de in e out infinitamente separados e ndo-interagentes. Devido ao horizonte,

< dt
Ah:jt; %, (5.14)
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um universo eternamente acelerado se comporta como uma “caixa” de volume finito no qual
ndo existem estados isolados (Halyo (2001) fornece uma discussdo mais detalhada sobre este
assunto).

Como € bem conhecido, no cendrio padrao ACDM o universo ird assintoticamente se tornar
um espaco de Sitter, que tem um horizonte de eventos cosmoldgico A, com a fisica confinada a
uma regido finita. Neste sentido, uma caracteristica interessante da gravidade f(R) exponencial
discutida neste trabalho € a possibilidade de uma aceleracdo cdsmica transiente com A, — oo
e, portanto, a sua compatibilidade com a restri¢do tedrica da teoria de cordas. Para estudar este
fendmeno, vamos considerar o parametro de desaceleracdo dado pela Eq. (2.73), com H(z) dado
pela Eq. (5.7).

A Fig. 5.3a mostra a evolugdo de ¢g(z) para os trés conjuntos de valores de melhor ajuste
obtidos nas andlises estatisticas realizadas (H(z), SNs la e H(z) + SNs Ia). Como pode ser
visto a partir desta figura, para algumas combina¢des de parametros, a expansdao coésmica foi
desacelerada no passado, mudou para a atual fase de aceleragdo em z ~ 1 e ird, eventualmente,
desacelerar novamente no futuro. Para estes conjuntos de parametros, é possivel mostrar que
Ay — oo, minizando assim o potencial conflito tedrico e observacional discutido acima. Vale a
pena enfatizar que este tipo de comportamento dindmico nao € encontrado na maior parte das
cosmologias f(R) discutidas na literatura (Pires et al. 2010), sendo essencialmente uma carac-
teristica dos chamados potenciais de quintesséncia hibrida (Carvalho et al. 2006, Alcaniz et al.
2009), algumas classes de modelos de quintesséncia acoplada (Costa 2010, Costa & Alcaniz
2010) e cendrios de branas (Sahni & Shtanov 2000). Ainda com relacdo a Fig. 5.3a, observe
que as curvas para os valores encontrados em nossas andlises ndo se aproximam da curva para
o modelo ACDM. Como pode ser notado, isto s6 ocorre em altos redshifts. Esta discrepancia
pode ser explicada pelos valores de melhor ajuste da tabela 5.1, levando-se em conta a discussao
anterior sobre a Eq. (5.10).

Um outro aspecto relevante a ser discutido concerne a existéncia das eras cosmicas. Amen-
dola et al. (2007b) mostraram que cosmologias f(R) no formalismo métrico ndo podem produzir
uma era dominada pela matéria seguida por uma expansao acelerada (embora Capozziello et al.
(2006b) contrarie esta conclusdo). Para verificar se este comportamento indesejavel ocorre tam-
bém para o modelo exponencial no formalismo de Palatini, podemos derivar uma equagdo de
estado efetiva em func¢do do redshift, da mesma forma que fizemos na se¢do 4.1.3, isto &,

2(1 +z)dH

B . 5.15
3H dz ( )

Wet = -1 +

Na Fig. 5.3b nés mostramos a evolu¢do da equacio de estado efetiva acima para os valores de
melhor ajuste mostrados na tabela 5.1. Note que, para algumas dessas combinacdes de paramet-
ros (basicamente aquelas derivadas a partir dos dados de SNs Ia), o universo passou por uma
fase dominada pela matéria (wes = 0) antes de mudar para a fase de aceleracao recente (wes < 0).
Em particular n6s notamos que, para os valores de melhor ajuste derivados a partir da anélise
conjunta H(z) + SNs Ia, parece existir uma evidéncia de que a aceleragdo cosmica estd dimin-
uindo o seu ritmo, o que de alguma forma est4 de acordo com os resultados de Shafieloo et al.
(2009) para algumas parametrizacdes da energia escura. A partir dos resultados mostrados na
Fig. 5.3b, vemos claramente que as conclusdes de Amendola et al. (2007b) sobre o comporta-
mento de wer na abordagem métrica parecem nao se aplicar ao formalismo Palatini, pelo menos
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para a teoria de gravidade exponencial estudada aqui e nos intervalos dos parametros o, 1 €
a fornecidos por nossas andlises.

5.4. Sumario

Neste capitulo nds introduzimos o modelo f(R) exponencial e investigamos suas consequén-
cias cosmologicas a luz dos dados observacionais da taxa de expansdo cosmica e de SNs Ia.
No que diz respeito a evolucdo passada do Universo, nés mostramos que, para os melhores
ajustes encontrados para os parametros do modelo (€,9,@,n), uma era dominada pela matéria
€ seguida pela fase de aceleracao atual. Isto estd de acordo com uma das condi¢des de viabil-
idade apresentadas na secao 4.6, em que uma sequéncia definida de dominacao pela radiacio-
matéria-aceleragdo deve ocorrer. Outra caracteristica interessante desta classe de modelos no
formalismo de Palatini € a possibilidade de uma aceleragdao césmica transiente, que pode levar
o Universo a uma nova era dominada pela matéria no futuro. Este resultado particular parece
estar de acordo com as exigéncias atuais de teoria das cordas e da teoria M. Os resultados apre-
sentados neste capitulo representam uma contribuicdo original a literatura e foram publicados
por Campista et al. (2011). No préximo capitulo, investigaremos as consequéncias cosmologi-
cas do modelo de Hu—Sawicki no formalismo de Palatini.



6 Cosmologia de Hu-Sawicki
no formalismo de Palatini

Resumo:  Um modelo cosmoldgico a partir da
gravidade f(R) de Hu—Sawicki no formalismo de
Falatini é introduzido. Algumas de suas consequén-
cias observacionais sdo apresentadas e os resulta-
dos obtidos de nossas andlises sobre a viabilidade
deste modelo sdo apresentados.

6.1. O modelo

Vimos na se¢do 4.6 que uma das condi¢des de viabilidade para um modelo f(R) ser considerado
vidvel é |fz — 1| ~ 0 no Universo recente, o que implica em |fzy — 1| ~ 0 (com f, sendo o valor
de fx em z = 0). Esta condi¢do € necessdria para o sucesso de um modelo f(R) em testes do
Sistema Solar. Com esta finalidade, Hu & Sawicki (2007) propuseram o seguinte ansatz no
formalismo métrico:

f(R)y=R—-m? (6.1)

onde n > 0, c; e ¢, sdo parametros adimensionais e m? = Hngo. Para n = 1, a equagdo acima
pode ser reescrita como (Schmidt et al. 2009)

2A

f(R) =R - " , (6.2)
3
onde A = m*c;/2c; and u* = m?/c,. No regime R >> p?, esse modelo € praticamente indistin-
guivel do cenario ACDM*. Iremos, quando for pertinente, nos referir ao modelo (6.1) com a

sigla HS.

* Como mostrado em Schmidt et al. (2009), isso € equivalente a ter |fzo| ~ 1.

77
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O sinal do segundo termo da f(R) acima (o termo de correcdo) foi escolhido de tal forma que,
no regime R > m? temos fzr > 0, 0 que assegura a estabilidade de perturbag¢des em altas curvat-
uras (Song et al. 2007). Este modelo foi construido para satisfazer também as condi¢des (4.68)
e (4.69). Com isto, ele permite a existéncia da fenomenologia exibida em testes cosmoldgicos,
galécticos e do Sistema Solar.

Existem algumas caracteristicas interessantes acerca deste modelo. Uma delas € que, assim
como o que ocorre para o modelo exponencial, a constante cosmoldgica nao pode ser recuperada
a partir de escolhas particulares dos parimetros do modelo. No entanto, no regime R > m?, o
modelo pode ser expandido em m?/R como

2\
lim f(R) ~ R — =m® + (m—) : 6.3)
m2/R—0 () c; R

de forma que, para qualquer valor fixo da razdo c¢;/cy, c¢i/c; implica no surgimento de uma
constante cosmoldgica como caso limite em altas curvaturas. Outro ponto importante € que €
possivel mostrar que, para valores vidveis de ¢ € ¢,, 0 escalar de Ricci ndo decresce indefinida-
mente (Hu & Sawicki 2007). Ao invés disso, este congela em um valor fixo, levando o modelo
a mimetizar assintoticamente a constante cosmologica.

Vamos discutir um pouco mais a respeito de como este modelo se torna vidvel em testes
de Sistema Solar. No frame de Einstein, mencionado na se¢do 4.4, todas as modifica¢des na
gravidade estdo codificadas no campo escalar ¢ = fz, que € acoplado a matéria, introduzindo
assim, uma “quinta for¢a” que depende da massa do campo escalar mg. Como esta forca nio
€ detectada em testes do Sistema Solar, nds precisamos produzir um alcance curto o suficiente
para evitar sua deteccdo, o que exige que o campo seja muito massivo. Por outro lado, uma
vez que o campo deve afetar a evolugdo do Universo como um todo, sua massa deve ser baixa
o suficiente para permitir que a quinta forca atue sobre a expansdo. Como jd mencionamos
anteriormente nas secoes 3.4.2 e 4.5, o mecanismo camaledo é fundamental para este problema
ser resolvido, uma vez que ele produz uma quinta forca de curto alcance em ambientes densos,
onde os testes locais sdo realizados, enquanto que em densidades cosmoldgicas o alcance do
campo € longo e sua a massa € baixa. O modelo HS faz uso deste mecanismo, o que o torna
apto a passar em testes do Sistema Solar mesmo com um limite |fzo| < 1,1, 0o que estd bem
acima do limite imposto pela condicdo 3 listada na secdo 4.6.

Ap6s o trabalho de Hu & Sawicki (2007), um niimero razodvel de restricdes cosmoldgicas
e astrofisicas no cendrio HS no formalismo métrico foram realizadas (veja, por exemplo, Oy-
aizu et al. 2008, Martinelli 2009, Martinelli et al. 2009, Lombriser et al. 2012, Ferraro et al.
2011, Gil-Marin et al. 2011, Li et al. 2011). No entanto, ha uma completa falta de estudos
sobre 0 mecanismo desta proposta na aproximacao de Palatini. Neste capitulo, iremos propor o
ansatz HS no formalismo de Palatini, o que nos leva a equacdes de campo diferentes daquelas
que surgem no formalismo métrico e faz de nossa escolha uma nova teoria de gravidade. A
seguir, apresentaremos nossa metodologia para, apds isso, discutirmos nossos resultados e as
consequéncias cosmologicas do cenério proposto.
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6.2. Metodologia

Nesta secdo iremos apresentar as equacdes relevantes para o modelo HS (6.1) no formalismo
de Palatini. H4 de se dizer, no entanto, que em nossas andlises o pardmetro n = 1 se mostrou
completamente degenerado (ndo encontramos limites sobre ele). Deste modo, sem perda de
generalidade, iremos nos ater ao caso particular n = 1. Com isto, 0 modelo e suas primeira e
segunda derivadas sdao

_p__GR_
Jr(R) =R K11 (6.4)
Jr(R) =1~ % (6.5)
Cziz + 1)
2
frr@®) = ——12 (6.6)
(CQ% + 1)

Dissemos no capitulo anterior que as equagdes de Friedmann e do trago das equacdes de
campo em z = ( permitem a elimina¢do de um pardmetro do nosso modelo. Lembramos que
os parametros originais de nossas andlises sdo (0, ¢; € ¢;. Vamos mostrar como podemos
eliminar um destes pardmetros e facilitar nossa analise.

Em primeiro lugar, assim como para a andlise do modelo exponencial, também iremos as-
sumir aqui um universo plano, homogéneo e isotrépico descrito pela métrica FLRW. Logo, as
equagdes de Friedmann e do tragco das equagdes de campo sdo as mesmas utilizadas no capitulo
anterior (e também serdo utilizadas no préximo capitulo). Com isto, as Egs. (5.7)-(5.9) em
z = () tornam-se, respectivamente

6 froés = 3Qmo + 60 + 1{702 : (6.7)
0
9 H>Q,,
E =1+ _fRRo 0=“m0 , (6.8)
2 fro frroRo — fro
TroRo = 2fo = =3HQu . (6.9)

Introduzindo as Egs. (6.4) e (6.5) em z = 0 na Eq. (6.9) nés obtemos o pardmetro c; em termos
de Qo (através de m?), ¢, e Ry, ou seja,

R 2
¢ = (1 _ 3’"2) (e2i +1) (6.10)

Ry 26257(2) +1 .

Ao substituirmos esta expressao para ¢; na Eq. (6.7) e resolvermos para R, iremos o seguinte
polindmio do 11° grau:

RO 11 RO 10 RO 9 RO
Ciul—] +Cpl—| +Co|l—] +---+C{|=|+Cy=0, 6.11
11 (H(Z)) IO(Hg 9 Hg 1 Hg 0 ( )
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onde os coeficientes C; sdo dados por

Co = —486 QY

Ci =162, (o + Qo — 36¢2)

Cy =81, Q[ (+15Q016Q, — 288c, + 4)

Cs =27, QL (+108¢2Qum0 + 5Qm0126¢2Qy0 + 4Qy — 1296¢; + 48¢,)
Cy =275 Q8 (+81¢: Q0 + 44Q,,0108¢,Q + 40Q, — 648¢5 — 72¢, — 2)
Cs =9¢; Q) (+351¢:Q0 + 2Q10372¢20 — 432¢; — 24¢,)

Cs = 183 Q) (+135¢2Qum0 + 16Q40 180200 + 80 — 156¢7)

C7 = 18¢5 Q) (+55Q044Q — 144c; + 8)

Cs = 1265 Q2 (+63¢2 Q0 + 2Q10840,Q — 24¢5)

Co =125 Qo (11Q40 + 4Q0)

Cio = 24 ¢§ (3o + 4Qy0 — 4)

Ci1=8 cg.

O problema entdo se resume a encontrar raizes para R,. Evidentemente irdo surgir raizes com-
plexas indesejdveis que devem ser descartadas por ndo possuirem significado fisico. De fato,
precisamos apenas de raizes reais e positivas para R.

Ap6s reduzirmos nosso espaco de parametros livres ao conjunto P = (€, ¢»), ainda pre-
cisamos do escalar de Ricci em qualquer redshift para obtermos o pardmetro de Hubble H(z)
pela Eq. (5.7) e iniciarmos nossa comparag¢do com os dados observacionais. Uma relacdo tutil
para este fim surge da diferenciacdo da Eq. (5.9) com relag@o ao redshift (realizando a conversao
fator de escala-redshift (2.25)). Com isto, temos

dR OH3Quo(1 + 2)?
dz JreR = f

(6.12)

Esta equagdo diferencial pode ser resolvida utilizando-se o método de Runge—Kutta de 4* or-
dem (para uma revisao detalhada deste método veja, por exemplo, Press et al. 1992), fixando a
condic¢do inicial em z = 0 e utilizando os valores de R, encontrados a partir do polindmio (6.11).

Sabemos que, independentemente do formalismo adotado, o modelo (6.4) deve satisfazer
certas condicdes de viabilidade. Em nossas andlises realizadas para o modelo HS, incluimos
a restri¢do sobre a positividade do acolamento gravitacional efetivo mencionado na secio 4.6,
Gt = G/ fz > 0. Para facilitar os cdlculos, vamos definir uma nova varidvel y = R/m?. Deste
modo, a Eq. (6.5) para a derivada de f com relacdo a R pode ser escrita como

g a
N s
_ 2
1 1 (yo = 3) (1 + yoc2) _ 6.13)

Sy’ | v 1+ 2y

Como a condi¢ao de positividade de Gt tem que ser valida para qualquer redshift, ela tera
que, obrigatoriamente, ser vélida hoje. Com isto, por simplicidade, vamos nos ater apenas ao
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Tabela 6.1.: Solucdes da condi¢do G¢r > 0 para o modelo de Hu—Sawicki.

Yo<3 cy<roucy;>s

Yo =3 todos os valores de ¢,

Yo>3 cy<soucy,>r

caso z = 0. Assim, da Eq. (6.13) temos

fo=1- 1 [()’0 -3)d+ YOC2)2]
(I+yoc2)? [ yo  1+2y002
- [ (0o —3) ]
Yo(1 + 2yoc2)

_ Yol +2y9¢2) = (vo = 3)
yo(1 + 2ypc2)
3+ 2yic

- yo(L + 2ypc2)

(6.14)

Note que para y, = 3 (Ry = 3HyQ), independentemente do valor de c,, teremos sempre
fro = 1. Da Eq. (6.14) obtemos dois valores importantes para c;: ¢; = —3 /Zy% e c; = —1/2yy.
O primeiro € o que anula o numerador de fgo, ou seja, a raiz da equagado fro = 0. O segundo € o
que anula o denominador, isto €, a singularidade de fgo. Estes dois valores serdo denotados por
re s', respectivamente. A posigdo relativa desses dois valores no eixo de ¢, depende do valor
de yo = Ry /(HSQmO). Teremos trés possibilidades: r < s parayy, <3, r=sparayy=3er>s
para yo > 3.

Para analisarmos o sinal de fzy temos que analisar o sinal da fracdo dada pela Eq. (6.14).
Entao, para obtermos fzyo > 0 teremos dois casos:

e Caso A:
3+29c:>0=> >R e 1+2yc>0=0¢) > 5. (6.15)

Como dito acima, uma vez que a intersecao desses dois conjuntos dependende do valor
de yy, as solugdes para este caso serdo:

Yw<3=c>s

y0:3:>C2>}":S

Yo>3=>c>r.
e Caso B:

3+2y3c2<0:>c2<r e 1+2yc<0=0cr<s. (6.16)

Solucgdes deste caso:

Yw<3=>c<r

YW=3=>c<r=s

Yo>3=>c<s.

T r para a raiz e s para singularidade.
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Figura 6.1.: Curvas de fro para yo < 3 (linhas tracejadas) e yo > 3 (linhas continuas). Note que, como
dito anteriormente, para yg = 3, temos sempre fro = 1, independentemente o valor de c;.
A ultima curva (yg = 32,67) foi construida a partir dos valores de melhor ajuste fornecidos
pela andlise combinada CMB/BAO + fg45 + H(z) + SNs Ia, mostrados na tabela 6.2.

A solucao geral do problema fry > 0 serd dada pela unido dos casos A e B. Isto é mostrado na
tabela 6.1. Em termos de Rj, podemos resumir os resultados desta tabela da seguinte forma:
Para a época atual, a condi¢do G > 0 implica em

342(8) e,

m?
T2l

que corresponde aos seguintes limites para o parametro c;:

fro = >0, (6.17)

1 m? 3 (m?\
—— 2 (=] . 6.18
“@<73%R, M @ 2(R0) (6.18)

A Fig. (6.1) mostra as curvas de fgo para alguns valores de y,.

Para testarmos a viabilidade observacional do cendrio f(R) descrito pela Eq. (6.4), nds re-
alizamos uma andlise estatistica de y? utilizando estimativas de H(z) juntamente com dados da
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relacdo magnitude-redshift de SNs la. Assim como no trabalho sobre o modelo exponencial,
noés utilizamos o conjunto de 11 determinagdes da taxa de expansao cosmica H(z) de Stern et al.
(2010). No entanto, o conjunto de SNs Ia utilizado neste trabalho, o Union2.1 (Suzuki et al.
2012), € uma atualizag@o do conjunto Union2 e contém 23 eventos a mais do que este. Os dados
observacionais de H(z) e de SN Ia estdo representados nas Figs. 6.2a e 6.2b, respectivamente.
Assim como na andlise apresentada no capitulo 5, nds incluimos uma componente de radia¢ao
Q= 5x107. Como j4 foi mencionado, o conjunto completo de parimetros livres para este
modelo é P = (Q, ¢2).

Para o teste com a taxa de expansdo cdsmica, nds estimamos os parametros livres P uti-
lizando a mesma estatistica de y? do trabalho apresentado no capitulo 5, descrita pela Eq. (5.11).
O teste estatistico com a relacdo distancia-redshift de SNs la foi realizado de maneira semel-
hante a utilizada no trabalho sobre o modelo exponencial. No entanto, nds seguimos Suzuki
et al. (2012) e incluimos nas analises deste trabalho os efeitos dos erros sistematicos das medi-
das de u(z). Portanto, para estimarmos o melhor ajuste e os erros dos parametros P através da
estatistica de y?, nés minizamos a seguinte funcao:

580
XéN _ Z(Hgteo) _ ,UEObS)) (C_l)ij (ll;teo) _ /JEObS)) ’ (6.19)

i=1
onde C € a matriz de covarianga 580 x 580 dos dados de u(z) obtida em Suzuki et al. (2012).

Em todas as andlises deste trabalho, nés realizamos uma marginalizacdo numérica sobre a
constante de Hubble Hy, incluindo um prior Gaussiano de Hy = 73,8 + 2,4kms~! Mpc_1 (Riess
et al. 2011).

Do mesmo modo que no trabalho sobre o modelo exponencial, nés também realizamos
uma andlise combinada dos dados de H(z) e SNs Ia, através da minimiza¢io do y* combinado
X+ = X3 + Xay Dara investigarmos a complementaridade dos dados utilizados.

Antes de apresentarmos nossos resultados e discussdes, vamos resumir 0s passos descritos
no inicio desta se¢c@o para obtermos o parametro de Hubble (5.7) e compard-lo com os dados.

1. Primeiro calculamos c¢; em termos de ¢, € Ry a partir da Eq. (6.9);
2. Combinamos este resultado com a Eq. (6.7) para obtermos a solucao para Ry;

3. O valor de R, ¢ entdo utilizado como condi¢do inicial para resolvermos a Eq. (6.12)
através do método de Runge—Kutta de 4* ordem;

4. Finalmente, utilizamos R(z) calculado no passo anterior para obtermos a fun¢do H(z),
dada pela Eq. (5.7).

6.3. Resultados e discussao

A Fig. 6.2 mostra a evolucao do parametro de Hubble e 0 mddulo de distancia u(z) para alguns
valores de melhor ajuste de Q. e ¢, obtidos em nossas andlises (veja a tabela 6.2). Para
efeito de comparacao, a previsao do modelo ACDM com ;o = 0,26 também é mostrada (linha
pontilhada).
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Figura 6.2.: (a) Estimativas do pardmetro de Hubble H(z) como funcio do redshift obtidos em Stern
et al. (2010); (b) Diagrama de Hubble para as 580 SNs Ia do conjunto Union2.1 (Suzuki
etal. 2012). Em ambas as figuras, as curvas correspondem aos valores de melhor ajuste dos
parametros do modelo de Hu—Sawicki no formalismo de Palatini (Q9, ¢2), mostrados na
tabela 6.2. Para efeitos de comparacdo, o modelo ACDM plano com Qg = 0,26 também ¢é
mostrado.

Na Fig. 6.3a mostramos os contornos correspondentes a Ay? = 2,3 e Ay? = 6,17 no plano
Qo X ¢2. A partir dessa andlise, vemos claramente que nem as medidas isoladas de H(z) e de
SNs Ia e nem a combinagdo de ambos podem colocar limites muito restritivos sobre os valores
do parametro c,.

A Fig. 6.3b mostra os resultados obtidos quando outros dois conjuntos de observacdes cos-
moldgicas sao incluidos, a saber: 7 estimativas da razio entre a escala acustica da CMB ¢4 e o
pico das oscilacdes actsticas baridnicas (BAO), obtidos por Blake et al. (2011b), e 57 medidas
da fracdo de massa de gds em raios-X de conjuntos de galdxias luminosas discutidas em Ettori
et al. (2009) (veja Allen et al. (2002), Lima et al. (2003), Blake et al. (2011a) para mais detalhes
sobre esses testes cosmoldgicos).

Podemos observar a partir da Fig. 6.3b que estes observdveis cosmoldgicos parecem ser
incapazes de fornecer contornos ortogonais aos mostrados na Fig. 6.3a. Se fossem capazes,
a inclusdo destes observaveis nos forneceria limites mais restritivos sobre ¢, a partir de uma
andlise conjunta. Para esta andlise conjunta, os valores de melhor ajuste sdo (ver tabela 6.2)
Qo =030 e ¢ = 0,25, com )(f ~ 1,01, que estd bem préximo do nosso valor encontrado
para o modelo ACDM utilizando os mesmos dados, sz =~ 1,001. Este resultado mostra clara-
mente que os cendrios HS + Palatini e ACDM s@o indistinguiveis uns dos outros no nivel de
background, o que coincide com a andlise realizada no formalismo métrico e discutida por Mar-
tinelli et al. (2012) (embora a histéria da expansao para os formalismos métrico e o de Palatini
sejam completamente diferentes). Vale ressaltar que, em nossas andlises, nés consideramos
tanto valores positivos quanto negativos do parametro c¢,, de acordo com a restricao (6.17).
Note também que, para ¢; = 0, o cendrio cosmoldgico para o modelo HS (6.4) se reduz ao
modelo Einstein-de Sitter, o qual é conhecidamente descartado pelos dados atuais.
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Figura 6.3.: (a) Contornos de Ay> = 2,3 e Ay? = 6,17 no plano Q.9 X ¢, decorrente da andlise envol-
vendo dados de H(z) (verde) e SNs Ia (laranja). Contornos pretos representam a andlise
conjunta envolvendo estes dois conjuntos de dados; (b) Contornos de Ay? = 6,17 no plano
Qmo X ¢z quando 7 medidas da razio CMB/BAO e 57 medidas da fragdo de massa de gas de
aglomerados de galaxias sdo adicionadas. Também indicamos a regido fry < 0 correspon-
dente aos limites (6.18) para os valores de melhor ajuste mostrados na tabela 6.2.

6.3.1. Historia cosmica

Utilizamos os valores de melhor ajuste da andlise combinada discutida acima, bem como 0s
outros mostrados na tabela 6.2, para discutirmos algumas consequéncias cosmoldgicas desta
classe de cosmologias f(R), a partir dos parametros de desaceleraciao (2.73) e do parametro
da equacgdo de estado efetiva (5.15). Como pode ser visto na Fig. 6.4a, para algumas combi-
nacdes dos parametros livres deste modelo, a evolu¢do césmica € “bem comportada”, com uma
desaceleracdo cosmica no passado e uma fase de aceleracao recente iniciando em z =~ 1, o que
parece estar de acordo com andlises cinematicas atuais (veja, por exemplo, Pires et al. 2010,
para uma andlise cosmografica sobre o modelo lei-de-poténcia). Para todas as combinacdes de
melhor ajuste mostradas na tabela 6.2, a Fig. 6.4b mostra que o universo passou pelas ultimas
trés fases usuais da evolugao cosmoldgica, ou seja, a fase dominada pela radiagao (wer = 1/3), a
dominada pela matéria (wer = 0), e a fase atual de aceleragdo (wer < 0), 0 que também ocorre no
cendrio ACDM. A partir destes resultados, também fica claro que os argumentos de Amendola
et al. (2007b) sobre o comportamento de wes no formalismo métrico parecem ndo se aplicar
ao formalismo de Palatini na classe de modelos discutida neste capitulo e nos intervalos dos
parametros Qo € ¢, fornecidos por nossas andlises Além disso, em contraste com os resultados
do modelo f(R) exponencial do capitulo 5, ndo encontramos solucdes de aceleracdo cosmica
transiente na qual modificacOes da gravidade em larga escala ird conduzir o Universo para uma
nova era dominada pela matéria no futuro.
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Figura 6.4.: (a) Evolugdo do pardmetro de desaceleracio g(z) como fungdo do redshift para o modelo de
gravidade de Hu—Sawicki no formalismo de Palatini. O modelo ACDM também é mostrado
para efeito de comparagdo; (b) Evolucio do parametro da equacio de estado efetiva para o
mesmo modelo. Assim como na Fig. 6.2, em ambas as figuras, as curvas correspondem aos
valores de melhor ajuste de Q2,9 € ¢, mostrados na tabela 6.2.

Tabela 6.2.: Valores de melhor ajuste para os pardmetros do modelo f(R) de Hu—Sawicki. Os erros em
Qo sdo os intervalos de confianca de 68,3% e 95,4%.

Teste Qo &) C fro Xowm  X:
0,11 +0,19

H(z) 022700 *o 008 223 088 772 086

SN Ia 02901 05 —040 -541 1,03 553,81 096

CMB/BAO 029700 o0 —0.18  =2,17 1,08 124 025
0,01 +0,04

T 02800 00 —0.03 0,04 1,61 9510 1,73

H(z) + SNs Ia 02800 tos  —0.85 —12,64 1,02 561,63 095

CMB/BAO + fy4 + H(z) + SNsTa 0,30 7001 0% —025 -3,04 1,06 659,87 1,01

-0,01 -0,02
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6.4. Sumario

Neste capitulo nés utilizamos o ansatz proposto por Hu & Sawicki (2007) no formalismo
métrico e investigamos suas propriedades a luz do formalismo de Palatini. Também estudamos
suas consequéncias cosmoldgicas comparando-o com dados observacionais da taxa de expan-
sdo cosmica, SNs Ia, CMB/BAO e da fracdo de massa de gds de aglomerados de galdxias.
Com relagdo a histéria cosmica, nés mostramos que os melhores ajustes encontrados para os
parametros Q. € ¢, permitem a sequéncia desejada das eras cosmoldgicas radiacdo-matéria-
aceleracdo, o que demonstra sua viabilidade sob este aspecto. Ao contrario dos resultados para
o modelo exponencial apresentados no capitulo anterior, este modelo ndo exibe uma histéria de
aceleracdo transiente no futuro, pelo menos para os valores dos parametros encontrados nesta
andlise. Os resultados deste trabalho representam uma contribui¢do original a literatura e foram
publicados por Santos et al. (2012). No préximo capitulo, nds estudaremos as consequéncias
cosmoldgicas do ja conhecido modelo lei-de-poténcia a luz de dados observacionais recentes,
com énfase na de fracdo de massa de gdas em aglomerados de galdxias.






7 Restricoes da fracao de gas de
aglomerados galacticos sobre
modelos tipo lei-de-poténcia

Resumo: O modelo f(R) caracterizado por
uma lei-de-poténcia no formalismo de Palatini é in-
troduzido. O método e as equagdes bdsicas uti-
lizadas em nossas andlises para este modelo sdo
apresentadas e novos resultados sobre a viabilidade
deste modelo no formalismo de Palatini a partir de
testes envolvendo a fracdo de massa de gds sdo e
combinagcbes com outros observdveis sdo discuti-
dos.

7.1. O modelo

Muitos autores t€ém considerado modificagdes na Lagrangiana de Einstein—Hilbert através da
adicao de termos na forma R". Como € conhecido, para n > 1 estes termos tornam-se efetivos
em regimes de altas curvaturas, levando a modificacdes na cosmologia conhecida do universo
primordial. De fato, um modelo deste tipo, f(R) = R + aR?*(a > 0), foi o primeiro modelo de in-
flacdo, proposto por Starobinsky (1980). Por outro lado, modificagdes n < 0 s@o relevantes nos
regimes de baixas curvaturas e influenciam a dindmica do universo recente, podendo conduzir
a expansao acelerada observada.

Com este objetivo, Carroll et al. (2004) propuseram e investigaram um termo adicional pro-
porcional a 1/R no formalismo métrico, o que é conhecido como modelo CDTT (Carroll-
Duvvuri-Troden-Turner). Posteriormente, estes termos foram investigados seguindo o for-
malismo de Palatini por Vollick (2003) e Meng & Wang (2003). Capozziello et al. (2006b)
estudaram o termo 1/R na Lagrangiana de Einstein—Hilbert e concluiram que uma modificagcdo

89
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na gravidade deste tipo implica em uma aceleracdo na expansdo. No entanto, a Lagrangiana
investigada por eles foi do tipo f(R) o 1/R e ndo uma adi¢do ao termo linear ji existente na
Lagrangiana EH (f(R) = R + constante/R). Para uma discussd@o mais detalhada que sobre as
diferencas que essas abordagens exibem, veja Amendola et al. (2007c¢).

Uma forma mais geral para estes modelos tipo lei-de-poténcia tém sido considerada e exaus-
tivamente explorada em ambos os formalismos. Se trata da fun¢do

JR) =R+ pB/R", (7.1)

onde n e S sdo parametros adimensionais. Em geral, n pode assumir valores positivos e neg-
ativos. Este modelo de gravidade pode levar a aceleracdo cOsmica e, como € possivel notar,
possui 0 modelo ACDM como um caso especial paran = 0 e 5 = —2A.

Como ja vimos no tultimo capitulo, o formalismo métrico tem sido empregado em diversos
estudos de viabilidade deste modelo. Foi mostrado por Chiba (2003) que esta forma funcional
de f(R) ndo “passa” nos testes do Sistema Solar. (Sotiriou 2006a,b) mostraram ainda que este
modelo nao possui o limite Newtoniano correto. Além disso, este foi o0 modelo utilizado nas
investigagdes sobre a instabilidade de Dolgov—Kawasaki descrita na se¢do 4.7.

Contudo, o problema mais relevante para esta tese concernente ao uso deste modelo no
formalismo métrico € sua incapacidade em reproduzir uma histdria da expansdo cosmica vidvel.
Vimos na secdo 2.4.4 que, uma vez que a equacdo de estado para a matéria € p = 0, a lei de
evolucdo para o fator de escala quando o Universo é dominado por esta componente é a(t) oc 12/,
Como demonstrado por Amendola et al. (2007a,b), este modelo ndo é capaz de reproduzir a
dinAmica cosmoldgica correta, com a lei de evolugdo a(f) « */> na era dominada pela matéria
seguida pela fase de aceleracdo césmica, o que ocorre devido ao forte acoplamento entre a
energia escura e a matéria escura.

Em um trabalho recente Pires et al. (2010) analisaram cosmograficamente os valores de
melhor ajuste de n e 8 através da evolugao do parametro de desaceleracdo g(z). Considerando
um intervalo para o parametro de densidade de matéria Q.o = [0,1, 0,3], os autores descobriram
que correcdes do tipo 1/R" podem admitir somente valores positivos para n. Podemos ver na
Fig. 7.1a que valores positivos de n fornecem uma evolucio de g(z) muito similar a do modelo
ACDM, enquanto valores negativos de n prevéem ou uma expansao sempre acelerada — o
que € claramente incompativel com a existéncia de uma era dominada pela matéria — ou duas
fases de aceleracdo separadas por uma fase de desaceleracdo. Na Fig. 7.1b podemos ver o
comportamento do redshift z, da primeira transi¢do entre fases acelerada/desacelerada que sdo
previstas para alguns valores negativos de n. Nela notamos que, na medida em que o valor
de n se aproxima de 0, o valor de z; aumenta drasticamente, algo mais aceitdvel, uma vez que
o cendrio padrdo atual prevé uma fase de expansdo inflaciondria antes da era dominada pela
radiacao.

Diversos testes observacionais tém sido empregados na obten¢do de limites para os paramet-
ros adimensionais n e 8 do modelo (7.1) Utilizando a compilacdo de SNs la Gold, dados de
BAO e também de CMB, Amarzguioui et al. (2006) encontraram como melhores ajustes para
estes parametros n = —0,09 e 8 = 3,60. Fay et al. (2007) utilizaram o conjunto de SNs Ia SNLS
(Supernova Legacy Survey) juntamente com dados de BAO e CMB e obtiveram n = —0,027 e
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Figura 7.1.: (a) Evolucdo do parametro de desaceleragdo ¢g(z) para o modelo lei-de-poténcia no formal-
ismo de Palatini. Todas as curvas foram obtidas com Q,g = 0,26; (b) Evolucéo do redshift
da primeira transicdo entre fases acelerada/desacelerada para alguns valores negativos de n.
Figuras reproduzidas de Pires et al. (2010).

B =4,63. Santos et al. (2008) encontraram n = —0,12 e 8 = 3,45 para andlises envolvendo o
conjunto de SNs Ia Union conjuntamente com BAO e CMB. Finalmente, Carvalho et al. (2008)
utilizaram a amostra de estimativas de H(z) SVJ05, juntamente com dados de CMB (WMAP) e
de BAO (SDSS) e encontraram n = 0,03 ¢ § = 4,7. A tabela 7.1 resume intervalos encontrados
sobre n e 8 na literatura.

Como vemos, o modelo lei-de-poténcia tem sido confrontado com vérios observéveis até
o presente momento. No entanto, até hoje nao foram realizados muitos estudos envolvendo o
teste da fracdo de massa de gas (fu45) de aglomerados de galédxias, proposto por Sasaki (1996)
e apresentado no apéndice A.3. Esse teste, que ja foi utilizado no capitulo 6, tem se mostrado
robusto e complementar a outros testes mais utilizados (como SNs Iae BAO) e muitos autores
tem seguido essa abordagem para os mais diversos fins (David et al. 1995, Allen et al. 2002,
Ettori et al. 2003, Sadat et al. 2005, Allen et al. 2008, Lima et al. 2003, Blake et al. 2011a).

No que concerne a Lagrangiana (7.1), o teste observacional da fragao de massa de gas ja foi
utilizado por Capozziello et al. (2006a), que utilizaram 26 aglomerados de galédxias extraidos de
Allen et al. (2004). O presente estudo utiliza a amostra contendo 31 aglomerados de galédxias
a mais, obtidas de Ettori et al. (2009). Naquele trabalho, os parametros livres analisados foram
Quo, h (Hy em unidades de 100 km s™! Mpc_l) e n. Os resultados encontrados para o parametro
de densidade da matéria (2, e para a constante de Hubble 4 estdo em concordancia com esti-
mativas atuais independentes de modelos. Para o parametro n eles encontraram 1,91 < n < 2,61
no nivel de confianga de 95,4%, o que diferencia este modelo do cendrio ACDM n = 0 em pelo
menos 20

Nosso objetivo neste capitulo serd apresentar novas restricoes sobre os parametros n e 8
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Tabela 7.1.: Alguns intervalos de confianca de 99,73% encontrados na literatura para os parametros n e
B do modelo lei-de-poténcia.

Teste Referéncia n B

foss + Union2 + CMB/BAO + H(z) Este trabalho [-0,06,0,43] [3,77,9,90]
Gold + CMB + BAO Amarzguioui et al. (2006) [-0,3,0,3] [-6,8,-2,2]
SNLS + CMB + BAO Fay et al. (2007) [-0,23,0,42] [2,73,10,6]
Union + CMB + BAO Santos et al. (2008) [-0,3,0,1] [1,3,5,5]
H(z) + CMB + BAO Carvalho et al. (2008) [-0,25,0,35] [2,3,7,1]
Lentes gravitacionais fortes Yang & Chen (2009) [-0,202,0,078 x 107°]  [2,89,4,67]

do modelo (7.1) no formalismo de Palatini, a partir de dados da fracdo de massa de gas (fys;)
em aglomerados de galdxias. Adicionalmente, também iremos combinar os dados de fy4 com
observacdes de SNs Ia, com estimativas da razio CMB/BAOQO, e com determinagdes da taxa de
expansio cosmica H(z).

7.2. Metodologia

A metodologia apresentada neste capitulo € semelhante a apresenta no capitulo 6.4. Aqui tam-
bém iremos apresentar as equacdes necessarias e os resultados que obtemos apds realizarmos os
procedimentos descritos na secdo 6.2. Comegaremos com as equagdes que descrevem o modelo
em questdo. O modelo investigado é dado por (7.1), e suas derivadas sao

SRy =1+ 2 a2
1
Jrr(R) = —%. (7.3)

E conveniente reduzirmos nosso espaco paramétrico de (Quo,n,8) para (Qumon). A solugdo
para 8 a partir da Eq. (6.9) fornece

3H2Q,0\ R
:(1_ 0 0) 0 (7.4)

Ry n+2°

O polinémio formado apds a sibstui¢do desta expressao na Eq. (6.9) € o seguinte polindmio
do 5° grau:

R\ R\ R\ R\ R
ol < olt ol alfrenn s
Hy Hy Hy H; Hy
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Tabela 7.2.: Resultados para o modelo lei-de-poténcia no formalismo de Palatini. Os erros correspon-
dentes aos parametros Qo € n correspondem ao intervalo de confianga de 99,73%.

Teste Qo n Xoo Xr
fe 0,28 00> 392+ 94,02 1,71
gés »<9 0,02 »7& 435 ’ ’

Combinado 0,31%)%  0,16705) 654,85 1,04

com

Co=243n*(n+3)* Q2

C,=486n*(n+1)(n+3)Q} , +162n° (n+3)Q2
Cy=2Tn(n=-24)(n+ 17 Q}, - 162 (n+ D (n+4) Q2
Cy;=-216n(n+ 17 Quo+ 18n(n+ 15) (n + 1) Q2
Ci=48(n+ 1D*+ 18(n—2)(n + 1)’ Quo
Cs=—4(n+1)*.

Os valores reais e positivos de Ry devem ser utilizados como condi¢do inicial de (6.12)
de forma a obtermos R(z) e, consequentemente, H(z) a partir da Eq. (5.7). Assim como na
andlise apresentada nos capitulos 5 e 6, o valor da componente de radiacdo considerado foi
Qo =5x%x107.

Nossa andlise estatistica consistiu de uma minimizagdo de y*. Os principais dados observa-
cionais desta andlise sdo representados por 57 medi¢des da fracdo de massa de gds de aglomer-
ados de galdxias obtidos em Ettori et al. (2009). Para estas dados, nds minimizamos a seguinte
funcgdo:

N as b 2
i [ £ P) - £ ()|

g

DY — : (7.6)

=1 o

onde P = (Q,0,n), fg(;zo) (z;|P) € o valor tedrico para a fracdo de gds de um aglomerado galactico
em z;, dado pela Eq. (A.11), e o; € a incerteza para cada uma das Ny = 57 determinacdes de
fgfs) (z;) utilizadas. Para obtermos limites mais restritivos sobre os parametros do modelo, com-
plementamos nossa andlise incluindo as mesmas 557 medicdes da relacdo magnitude-redshift
do conjunto Union?2 utilizadas no capitulo 5, assim como os mesmos dados da razio CMB/BAO
e H(z) 1a contidos.

7.3. Resultados e discussao

Na Fig. 7.2 mostramos os contornos para a andlise envolvendo fy4, assim como para a andlise
conjunta fy4 + SNs Ia + CMB/BAO + H(z). A complementaridade desses observaveis no plano
Q0 X n fornece limites bem restritos sobre Q. € n. O valor de melhor ajuste para €,,p a partir
da andlise conjunta € consistente com as estimativas atuais para o modelo padrio ACDM (veja,
por exemplo, Spergel et al. 2003, 2007). A andlise conjunta restringe os parametros Q, 1 €
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Figura 7.2.: Regides de confianca de 68,3% e 95,4% no plano Qg X n fornecido pelas andlises envol-
vendo fgs5, SNs Ia, CMB/BAO e H(z). Os melhores ajustes para a andlise combinada sdo
Qmo =0,31en =0,16.

B (calculado a partir dos valores de Q. e n, e que possui unidades de Hg("“)) aos seguintes
intervalos de 99.73% (ver tabela 7.2)

0,29 < Q0< 0,33,
-0,06 <n <043,
377T7< B <9,90.

Note que a constante cosmolégica, n = 0 e 8 = 4,38H2, encontra-se nos intervalos listados
acima. Observe também que, por este motivo, este resultado estd em grande desacordo com
os realizados por Capozziello et al. (2006a) utilizando fg,. Entretanto, estes resultados sdo
consistentes com aqueles obtidos por Amarzguioui et al. (2006), Fay et al. (2007), Santos et al.
(2008), Carvalho et al. (2008) com observaveis diferentes. A tabela 7.2 resume os principais
resultados de nossas analises.
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Figura 7.3.: (a) Evolugéo do parimetro de desaceleracdo ¢(z) como func¢do do redshift para o modelo de
gravidade lei-de-poténcia no formalismo de Palatini. O modelo ACDM também é mostrado
para efeito de comparag@o; (b) Evolugdo do pardmetro da equagdo de estado efetiva para o
mesmo modelo. Em ambas as figuras, as curvas correspondem aos valores de melhor ajuste
de Q0 € ¢» mostrados na tabela 7.2.

7.3.1. Historia cosmica

Assim como nos trabalhos apresentados nos capitulos 5 e 6, para estudarmos a viabilidade deste
modelo ndés construimos a histéria césmica prevista para esta classe de modelos através dos
parametros ¢g(z) e wet(z), dados pelas Egs. (2.73) e (5.15), respectivamente. As evolucdes de g(z)
e Wwer(z) sdo mostradas na Fig. 7.3, para os valores de melhor ajuste apresentados na tabela 7.2.
Com relacdo a g(z), notamos que para nossos valores de melhor ajuste fornecidos pela analise
conjunta, a expansio cosmica passou por uma fase de desaceleracdo no passado (g(z) > 0) e
alcangou uma fase de acelera¢do quando z ~ 0,75, que é aproximadamente consistente com a
previsdo do modelo ACDM com Qo = 0,27 + 0,04 (Komatsu et al. 2011). Por outro lado, a
evolugd@o cosmica para os valores de melhor ajuste vindos da andlise com fy4, apresenta um valor
maximo de g(z) ap6s a era dominada pela matéria e antes da transi¢do aceleracdo-desaceleragdo.
Uma possivel razao para este comportamento € a existéncia de uma época de forte gravidade
antes da recente transicao aceleracdo-desaceleracio.

A Fig. 7.3b nos mostra que para as combinagdes apresentadas na tabela 7.2, o universo pas-
sou por uma fase dominada pela matéria (w.s = 0) antes da mudancga para a fase de aceleracao
(wer < 0). Em particular, notamos que para os valores de melhor ajuste derivados da andlise
conjunta da fo, + SNs Ia + CMB/BAO + H(z), parece ndo haver nenhuma evidéncia para
uma diminui¢do da aceleracdo césmica hoje, o que estd em desacordo com os resultados de
Shafieloo et al. (2009) para algumas parametrizacdes de energia escura, bem como os resul-
tados apresentados no capitulo 5 para o0 modelo f(R) exponencial no formalismo de Palatini.
Podemos concluir, portanto, que o comportamento indesejavel de wes mostrado por Amendola
et al. (2007a,b) no formalismo métrico parece ndo se aplicar ao formalismo de Palatini, pelo
menos quando a classe de gravidade lei-de-poténcia (7.1) € considerada, e para os intervalos
dos parametros livres Qo € n fornecidos por nossas andlises.
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7.4. Sumario

Neste capitulo nés apresentamos novos resultados sobre o modelo lei-de-poténcia utilizando a
abordagem de Palatini. Embora esta forma funcional ja tenha sido extensivamente investigada
na literatura com a utilizacdo de diversos dados observacionais, as restricdes estatisticas e as
consequéncias cosmoldgicas impostas pelos dados da fracdo de massa de gas de aglomerados
de galdxias ainda nao haviam sido bem avaliadas. Vimos que o caso padrio ACDM ¢ permitido
por nossas analises no intervalo de confianga de 99,73%, levando-se em conta a combinagdo dos
dados de f,4, com dados de SNs Ia, CMB/BAO e H(z). No que diz respeito a histéria da evolugio
do universo, mostramos que os valores de melhor ajuste dos pardmetros Q.,y € n permitem a
sequéncia esperada das eras cosmoldgicas radiagdo-matéria-aceleracdo, demonstrando assim a
sua viabilidade neste sentido. Nossos resultados corroboram conclusdes anteriores sobre este
modelo no formalismo de Palatini utilizando dados observacionais como SNs [a, BAO e CMB,
mas se distingue dos apresentados por Capozziello et al. (2006a), no qual os autores realizaram
o mesmo teste cosmolégico aplicado neste capitulo (embora com uma amostra diferente). E
importante mencionar que o artigo a partir do qual este capitulo foi baseado estd em preparagcao
Santos et al. (2013).

Este capitulo encerra a apresentacdo dos testes de viabilidade realizados nesta tese. Para
finalizarmos, veremos a seguir as principais conclusdes de nossos trabalhos como, também,
perspectivas de trabalhos futuros nesta linha de pesquisa.



8 Conclusoes e perspectivas

Nos tltimos anos, a busca por uma teoria que explique a acelera¢do césmica tem sido bastante
intensa. Atualmente, os diversos modelos que tentam explicar este fendmeno sdo confrontados
com os mais variados tipos de dados observacionais e o crescente avango tecnoldgico que vem
ocorrendo tem permitido a obten¢do de resultados cada vez mais precisos, filtrando, deste modo,
os modelos mais aceitdveis do ponto de vista observacional. Embora a descoberta da aceler-
acdo ndo tenha sido o que motivou o surgimento das teorias f(R) — uma vez que as primeiras
modifica¢des do tipo R — f(R) na acdo EH datam de meados do século passado, essas teorias
tém se mostrado bastante vidveis e eficazes como candidatos a solu¢@o deste problema.

No entanto, qualquer investigacao utilizando teorias f(R) esbarra em pelo menos dois de-
safios: a escolha de uma forma funcional e, apds isso, a escolha do formalismo variacional.
Neste sentido, as vdrias discussdes existentes na literatura apenas evidenciam que esses dois
problemas ainda carecem de defini¢do, ou de uma clara indicac¢do da solucdo. Vimos, no en-
tanto, que seja qual for o modelo f(R) e o formalismo adotado, a teoria resultante devera satis-
fazer condi¢des de viabilidade mencionadas na se¢do 4.6.

Nesta tese, nds apresentamos e discutimos as consequéncias cosmoldgicas de trés formas
funcionais f(R) no formalismo de Palatini. Nossos resultados observacionais demonstraram a
viabilidade dessas teorias quando se considera a histéria da expansdo cOsmica, uma vez que
suas equagdes de campo permitem a existéncia das trés fases pds-inflaciondrias da evolucao
cosmoldgica.

Esta tese consistiu de duas partes. Na parte I, apresentamos os principais conceitos tedricos
necessarios ao entendimento dos trabalhos realizados. Apds a tese ser introduzida no capitulo 1,
revisamos no capitulo 2 os principais conceitos tedricos e observacionais que a base do Mod-
elo Cosmoldgico Padrdo. No capitulo 3, introduzimos algumas alternativas a RG e ao MCP,
levando em consideragdo seus problemas. No capitulo 4 apresentamos os fundamentos, alguns
aspectos observacionais e as principais motivagdes por tras das teorias f(R)e discutimos ainda
as caracteristicas dos formalismos métrico e de Palatini, além das divergéncias entre ambos.
A contribuicao original dos nossos trabalhos para a comunidade foi apresentada na parte I,
especificamente nos capitulos 5,6 e 7.

No capitulo 5 n6s introduzimos o modelo f(R) exponencial e investigamos suas consequén-
cias cosmoldgicas a luz dos dados observacionais da taxa de expansao cdésmica e de SNs Ia.
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Os resultados de melhor ajuste exibem uma boa concordancia entre as observagdes utilizadas
nos testes realizados e as previsdes tedricas do modelo. Diferentemente do comportamento
dindmico de outros cendrios f(R) discutidos na literatura (seja no formalismo métrico ou no de
Palatini), nés mostramos a possibilidade de uma aceleracdo césmica transiente em que mod-
ificacOes da gravidade em grandes escalas ird conduzir o Universo a uma era dominada pela
matéria no futuro. Como mencionado anteriormente, este tipo de solug@o estd em pleno acordo
com requerimentos tedricos da teoria de cordas e de teoria M, como pode ser visto em Fis-
chler et al. (2001). Mostramos também que este modelo, quando investigado no formalismo
de Palatini, prevé a dindmica de background similar a do cendrio ACDM em altos redshifts, e
proporciona a usual fase dominada pela matéria seguida por uma fase de aceleracio recente.

No capitulo 6 nés utilizamos o ansatz proposto por Hu & Sawicki (2007) no formalismo
métrico e investigamos suas propriedades no formalismo Palatini. Através da comparagdo entre
os dados observacionais da taxa de expansao césmica, SNs la, CMB/BAO com dados da fracdo
de massa de gds em aglomerados de galdxias, as consequéncias cosmoldgicas deste modelo
foram estudadas. Os melhores ajustes encontrados para os parametros 2, € ¢, permitem a
sequéncia desejada das eras cosmoldgicas radiacdo-matéria-aceleracdo, o que demonstra sua
viabilidade sob este aspecto. No entanto, ao contrario dos resultados obtidos para o modelo
exponencial, o modelo de Hu-Sawicki ndo exibe uma histéria de aceleragdo transiente no futuro,
pelo menos ndo para os valores encontrados nesta andlise.

Por fim, no capitulo 7 nés introduzimos o modelo lei-de-poténcia e apresentamos novos re-
sultados utilizando a abordagem de Palatini e investigamos a influéncia dos dados da fragcao de
massa de gds sobre o espago paramétrico do modelo. Os valores de melhor ajuste dos paramet-
ros Q0 € n permitem a sequéncia esperada das eras cosmoldgicas radiagdo-matéria-aceleragao,
demonstrando assim a sua viabilidade neste sentido. Isto contrasta com os resultados de Amen-
dola et al. (2007b) para a gravidade f(R) para esta classe de modelos. Mostramos também que
o caso padrio ACDM ¢ permitido por nossas andlises no intervalo de confianca de 99,73%,
levando-se em conta a combinag@o dos dados de fq5, com dados de SNs Ia, CMB/BAO e H(z).
Além disso, nossos resultados corroboram conclusdes anteriores sobre este modelo no formal-
ismo de Palatini utilizando dados observacionais como SNs Ia, BAO e CMB, mas se distingue
dos apresentados por Capozziello et al. (2006a), no qual os autores realizaram o mesmo teste
cosmolégico aplicado neste capitulo (embora com uma amostra diferente).

E importante enfatizar que, embora jd tenha sido demonstrado que os cendrios cosmolégicos
que surge no formalismo métrico dos modelos 5.4 e 6.4 satisfazem as condi¢Oes necessdrias para
produzir uma histéria da expansdo cosmologicamente vidvel, a versao de Palatini dessas funcdes
nao havia sido investigado ainda e, neste caminho, alguns resultados interessantes ainda podem
surgir em um futuro préximo. Seria interessante, por exemplo, executar uma andlise cosmogra-
fica no formalismo de Palatini para este modelo, tal como o realizado no formalismo métrico
por Capozziello et al. (2008). A combinagdo desta tarefa com os resultados apresentados aqui
pode melhorar as restricdes do cendrio Hu—Sawicki e testar sua viabilidade observacional.

Vale lembrar também que todas as andlises realizadas nesta tese testam os modelos proposto
em nivel de background. Como vimos no capitulo 4, devemos também estudar os efeitos de
perturbagdes cosmoldgicas se quisermos verificar a completa viabilidade observacional destes
cendrios f(R). Do ponto de vista observacional, é impossivel distinguir modelos de quintessén-
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cia com w — —1 da constante cosmoldgica. Modelos f(R), por outro lado, prevéem uma ex-
pansdo de background do tipo ACDM, mas uma diferente dinamica de formacao de estruturas.

Neste sentido, medir a taxa de crescimento das flutuacdes de densidade no Universo fornece
um forte teste para modelos f(R), uma vez que diferentes modelos de gravidade modificada
fornecem diferentes taxas de crescimento. Uma descricdo detalhada das equagdes das pertur-
bacdes lineares da densidade de matéria para as teorias f(R) podem ser encontradas em Carroll
et al. (2006), Tsujikawa (2007). Recentes surveys de galaxias forneceram medidas da taxa de
crescimento f,(z) ou fi,(2)os(z) até cerca de z = 1, onde f,, = dInd,/dIna, 6, é a sobreden-
sidade fracional da matéria ndo-relativistica, e og € o valor quadratico médio da amplitude da
sobredensidade na escala comével de 84! Mpc. Estas medidas observacionais de fi,(z)os(z)
podem ser comparadas com a evolucao de 6, € f,, obtidos a partir da equagao

0+ 2Hby — 4nGegpmbm = 0. 8.1

O crescimento e evolugdo das perturbacdes escalares em teorias de gravidade f(R) ja foi
investigado tanto no formalismo métrico (Carroll et al. 2006, Song et al. 2007) quanto no for-
malismo de Palatini Amarzguioui et al. (2006), Carroll et al. (2006). Dois diferentes formalis-
mos desenvolvidos nas referéncias Hwang & Noh (2002), Koivisto & Kurki-Suonio (2006) e
Lue et al. (2004) foram comparados para o modelo f(R) = R — u*™*V/R" e foi mostrado que
ambos os formalismos estdo em concordancia em cendrios que sdo proximos (no espago de
parametros) ao modelo ACDM, mas fornecem resultados diferentes para modelos que diferem
significativamente do modelo de concordancia padrdo. Isto sinaliza a necessidade de se testar a
validade de anélises de perturbagdo para teorias que diferem significativamente da relatividade
geral em alguns aspectos. Finalmente, é importante ressaltar que, apesar dos tltimos esforcos
terem fornecido informacdes importantes a respeito da teoria de gravidade a ser adotada, tanto
a forma da funcdo f(R) como o formalismo variacional ainda permanecem como desafios a
serem superados e um estudo sistemético das perturbagdes cosmoldgicas nessas teorias pode
nos fornecer um caminho a ser seguido.






A Observaveis utilizados nos
testes cosmologicos

O objetivo principal dos testes cosmoldgicos € derivar, a partir desses observaveis, limites para
os principais parametros dos modelos cosmoldgicos a serem estudados. No caso desta tese,
estes modelos foram representados pelas teorias f(R) investigadas nos capitulos 5, 6 € 7. Os
testes cosmologicos utilizados foram, a saber: a relagdo magnitude-redshift de SNs la; estima-
tivas da taxa de expansdo cdsmica; medicdes da fracdo de massa de gis em aglomerados de
galdxias; e a razao CMB/BAO. Veremos adiante uma breve descri¢do deles.

A.1. Relacao magnitude-redshift de SNs la

Historicamente, a magnitude aparente (observada) m € utilizada como uma medida do brilho dos
objetos astrondmicos. Ela é definida de modo que, se dois objetos possuem fluxos aparentes
F, e F,, suas magnitudes aparentes m; e m, estdo relacionadas com seus respectivos fluxos
aparentes de acordo com (Amendola & Tsujikawa 2010)

F

my —my = =2,5 1og10(—1) . (A.1)
F

Desta defini¢do, a magnitude aparente € menor para objetos de maior brilho. Uma estrela

com m = 1, por exemplo, terd um brilho cerca de 100 vezes maior que o de uma estrela com
m = 6. Substituindo a definicdo de distancia luminosidade (2.44) na equagdo acima obtemos

d L
my —my = 5log,, (d—“) ~2,5log,, (L—l) . (A.2)
L2 2

Vamos agora analisar a Eq. (A.2) pensando apenas em um unico objeto, de magnitude
aparente m,. Podemos definir a magnitude absoluta M deste objeto se considerarmos m, como
sendo sua magnitude aparente caso ele estivesse a uma distancia de di = 10 parsecs para o
observador. Entado, fazendo m; = m e my, = M na Eq. (A.2) temos

d
m—M = 5log,, (T;c) , (A.3)
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onde fizemos dy; = dp,d» = 10pce L; = L, = L, uma vez que estamos tratando apenas de um
Unico objeto. Se escrevermos d em unidades de Megaparsecs, esta relagdo pode ser escrita
como

@) =m—M = 5log,[dr(2)]mpe + 25, (A4)

onde u é o chamado modulo de distancia e € a quantidade comumente utilizada nos testes
cosmoldgicos envolvendo medidas de magnitude.

Em principio, a relacdo magnitude-redshift acima pode ser utilizada para fornecer fortes vin-
culos sobre os valores do principais pardmetros cosmoldgicos tais como Hy, go € 0s parametros
de densidade. Na prética, o problema consiste em se encontrar uma vela-padrao cuja luminosi-
dade intrinseca seja conhecida, de maneira a ter-se u(z) como a grandeza “observavel”. Em
redshifts moderados (z < 1), a evolugdo da luminosidade de galdxias produz efeitos mais signi-
ficativos do que aqueles previstos pela cosmologia adotada, de modo que, se queremos utilizar
galdxias nesse teste, € necessario um melhor entendimento da evolugdo de galdxias do que o
atual. Contudo, sabe-se que as supernovas tipo la representam o melhor tipo de vela-padrdo
conhecido nos dias atuais, tanto que este fato foi utilizado no fim da década de 90, quando
descobriu-se que supernovas tipo la em altos redshifts eram menos brilhantes que o esperado,
levando a crenga atual de que o Universo passa por uma fase de expansao acelerada.

As supernovas podem ser classificadas de acordo com seus processos de formacao e as linhas
de absorcdo de seus elementos quimicos. A formagao de supernovas tipo la ocorre em sistemas
bindrios quando a massa de uma ana branca supera o limite de Chandrasekhar (Chandrasekhar
1931) ap6s consumir o gds de uma estrela vizinha. Uma vez que a luminosidade absoluta de uma
SN Ia é aproximadamente constante no méximo do brilho, o que a torna uma “vela-padrao”, a
distancia de uma SN Ia pode ser determinada pela observagdo de sua luminosidade aparente.
As observagdes de muitas SNs Ia fornecem a dependéncia de u(z) com o redshift. Comparando
os dados observacionais com o médulo de distancia tedrico* da Eq. (A.4) € possivel conhecer a
evolugdo da expansao do Universo para redshifts z < 1,5.

O ndmero e a qualidade dos dados de SNs Ia disponiveis para estudos cosmoldgicos t€m
aumentado consideravelmente nos ultimos anos. Desde as descobertas de Riess e Perlmutter no
final dos anos 90, mais dados t€m sido coletados por diversas missdes observacionais. Dentre
elas, além do HST mencionado no capitulo 2, podemos citar também o SNLS (“SuperNova
Legacy Survey”) (Astier et al. 2006) e o ESSENCE (“Equation of State: SupErNovae trace
Cosmic Expansion”) (Riess et al. 2004, 2007). Em praticamente todas as andlises envolvendo
os resultados dessas e de outras missdes, modelos envolvendo aceleragao t€m sido favorecidos.
Um dos conjuntos de dados mais atualizados foi compilado por Amanullah et al. (2010), o
chamado Union2. Esta amostra, que compreende 557 eventos entre z = 0,015 e z = 1,4, utiliza
o filtro SALT?2 para o ajuste da curva de luz das SNs Ia e € uma atualizacdo da compilagdo
Union original (Kowalski et al. 2008), incluindo grandes amostras recentes de outras missoes.
Recentemente, surgiu uma nova atualizac¢do desta compilacdo, o Union2.1 (Suzuki et al. 2012),
que contém 580 eventos compreendidos no intervalo 0,015 < z < 1,414.

* Pode-se notar que a distancia luminosidade tedrica da Eq. (2.50) pode ser comparada com a distancia lumi-
nosidade calculada a partir das observagdes de magnitude aparente m(z), através da Eq. (A.4). Amendola &
Tsujikawa (2010) apresentam alguns exemplos de como a distancia luminosidade pode ser obtida observacional-
mente.
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A.2. Taxa da expansao cosmica

Atualmente, o teste da taxa da expansdo cosmica € baseado na crenga de que as galdxias lu-
minosas vermelhas (LRGs)" podem nos fornecer medidas diretas de H(z) (Jimenez & Loeb
2002) (veja também Zhang & Ma 2010, para uma recente revisdo sobre como medidas de H(z)
podem ser obtidas a partir de diferentes técnicas). Jimenez & Loeb (2002) apresentaram um
método que consiste na medicao da diferenca nas idades de duas galdxias luminosas vermelhas
em diferentes redshifts para se obter a razdo Az/At. Com isto, o pardmetro de Hubble em z pode
ser aproximado utilizando-se a derivada do tempo cosmico com relac@o ao redshift, ou seja,

4z 1 A
H&= =03~ v

(AS)

Os dados da taxa da expansao utilizados em nossas andlises foram obtidos de Stern et al.
(2010) que, utilizando uma amostra do GDDS (Gemini Deep Deep Survey) (McCarthy et al.
2004) e compilacdes de dados de (Dunlop et al. 1996, Spinrad et al. 1997, Nolan et al. 2001),
calcularam 11 pontos de H(z) no intervalo de redshift 0,1 <z < 1,75. Destes pontos, sub-
stituimos o valor da constante de Hubble pela estimativa fornecida por Riess et al. (2011),
Hy=73,4+28kms™ ' Mpc™..

A.3. Fracao de massa de gas em aglomerados de galaxias

O teste da fragdo de massa de gés (fys,) — daqui em diante chamado fragcdo de gds — € baseado
na suposicao de que a fracdo de massa de um aglomerado galéctico virializado € aproximada-
mente constante e uma boa representacdo do conteudo material do préprio Universo (Sasaki
1996, Allen et al. 2008, Ettori et al. 2009). Para definirmos as expressdes relacionadas com a
quantidade fy4 € que foram utilizadas em nossas andlises, vamos iniciar pela mais fundamental
delas, a fragao de massa baridnica

fbar = (A6)

onde M, é a massa da matéria baridnica e My, € a massa total (matéria baridnica + matéria
escura). A massa barionica € a soma do contetido material do gds do meio intra-aglomerado e
a matéria contida nas estrelas, planetas etc. Seguindo Lagana et al. (2008), n6s modelamos a
massa baridnica como func¢do da fracao de gds como

Joar = (1.18 = 0.012T g45) foss » (A7)

onde Ty € a temperatura do meio intra-aglomerado. Da suposi¢do de que os aglomerados
de galdxias fornecem uma boa representacdo do conteudo material do Universo (White et al.
1993), a fracdo da matéria baridnica em nos aglomerados € similar a razdo entre o parametro de
densidade baridnica Q e o parametro de densidade da matéria total €2,,. Assim,

Qp

Joar = bQ_m ) (A.8)

T Do inglés “Luminous Red Galaxies”.
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Na expressdo acima, o fator b é estimado por meio de simulagdes computacionais que sug-
erem que a fragdo de gds € ligeiramente menor do que fracdo césmica devido a processos que
convertem parte do gds em estrelas ou ejetam este gds para fora do proprio aglomerado. Por
este motivo, este parametro quantifica o desvio da suposi¢do de que a fracdo de massa bar-
i0nica permanece constante ao longo da histéria do Universo. Finalmente, a fragdo de gas €
proporcional a distancia luminosidade d|, e a distancia didmetro angular d, de tal maneira que
Mg/ Mio o drdn'’* (Sasaki 1996).

Assumindo a relagdo de dualidade (2.54), nds temos fy4, dz/ 2. Uma vez que fgésdi’ 12 ¢
constante e independente dos parametros cosmoldgicos, nds determinamos a fracdo de gas para

um dado modelo fiducial denotado pelo indice

CexIY

f;s = fgés(dZ/dA)3/2 , (A.9)
onde fy4 € obtida combinando-se as Egs. (A.7) e (A.8),

b i
(1.18 — 0.012T 43)Q

Jais = (A.10)

Seguindo Ettori et al. (2009), nés assumimos que Q,h> = 0,0462 + 0,0012 e b = 0,874 + 0,023.
Substituindo esta equacdo em (A.9), nossa expressao tedrica para fy4, € escrita como

Q, [dj;r”

=P8 00127,00, (A1D)

Ajustando fgas aos dados observacionais, € possivel restringir os parametros cosmoldgicos
em dx. Em nossas andlises, nés consideramos o conjunto de dados apresentados por Ettori
et al. (2009) que consiste em 57 aglomerados gal4cticos luminosos em raios-X e observados
pelo Chandra X-ray Observatory. Destes 57 objetos, 49 se encontram no intervalo de redshift
entre 0,3 e 1,273 e foram selecionados de Balestra et al. (2007) com o critério T4 > 4 KeV.
Os 8 aglomerados restantes se encontram no intervalo entre 0,06 e 0,23, e foram selecionados
de Vikhlinin et al. (2006) com T4 > 4 KeV.

A.4. Razao CMB/BAO

Em nossas andlises, também utilizamos os vinculos fornecidos através da combinag¢do de in-
formacdes provenientes da CMB e das oscilagdes acusticas barionicas. A utilizagdo de infor-
macdes da CMB e de BAO € importante no sentido de que elas vinculam o modelo investigado
as observacoes tanto em baixos como também em altos redshifts.

Oscilacdes acusticas baridnicas sao flutuacdes periddicas e regulares na densidade da matéria
barionica, causadas pelas ondas acusticas existentes no Universo primordial. Do mesmo modo
que as SNs Ia podem ser assumidas como “velas padrdo” para as observacdes astrondmicas, o
“f6ssil” das oscilagdes de densidade do plasma primordial fornece uma “régua padrao” para as
escalas de comprimento em cosmologia. O comprimento desta régua padrdo — aproximada-
mente 4,9 X 10 anos-luz no Universo atual — pode ser medido pela observagio da estrutura
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Tabela A.1.: Dados de CMB/BAO utilizados em nossas analises.

dc(z.)
Dy (zBa0)

ZBAO

0,106 30,95 + 1,50
0,200 17,55 +0,65
0,350 10,10+ 0,38
0,440 8,44 +0,67
0,600 6,69 +0,34
0,600 6,47 +0,32
0,730  5,45+0,31

de grande escala da distribui¢cao de matéria por meio de missdes astrondmicas (Eisenstein et al.
2005). Nao vamos descrever os processos envolvidos com estas oscilagdes. Convidamos o leitor
a ver em Eisenstein (2005) uma descricao fisica sobre este tema. Aqui, vamos nos restringir as
quantidades relevantes em nossas andlises.

Seguindo Sollerman et al. (2009), nés utilizamos os vinculos derivados do produto da escala
acustica da CMB
fA(Z*) = ﬂ'dC(Z*)/rs(Z*)y (A.12)

e a estimativa da razdo entre a escala do horizonte sonoro na época de arrasto* e a escala de di-
latagdo das oscilacdes acusticas barionicas, r4(zq4)/Dv(zsao). Com isto, o observavel CMB/BAO
¢ dado por

(A.13)

dc(z.) _[5A(Z*)][ rs(za) ] 1

DV(ZBAO) T DV(ZBAO) ;sgd;] )

Nas expressoes acima, dc(z.) € a distancia comdvel no redshift da recombinacdo, z, = 1089.
Sua férmula é bem aproximada pela fornecida por Hu & Sugiyama (1996). Variacdes em torno
deste valor de z. ndo alteram os resultados de maneira significativa (Sollerman et al. 2009).
rs(z.) € o horizonte sonoro comdvel na época do desacoplamento dos fétons dado por

1/(14z) d
r(z) = — f . : (A.14)
V3 Jo a’H(a) |1+ (ig—iﬁ)a

que depende da velocidade do som antes da recombinagdo, ¢,. Na expressdo acima, Qy € Q9
sdo os valores atuais dos parametros de densidade de bérions e fétons, respectivamente. Ko-
matsu et al. (2011) fornecem os valores Qyy = 0,022765h7% € Q. = 2,469 X 107°h72. zg ~ 1020
€ o redshift da época de arrasto e sua féormula em fun¢do dos parametros de densidade é dada
por Eisenstein & Hu (1998). Dy € a chamada escala de dilatagcdo, dada por (Eisenstein et al.
2005)

1/3
Dy(2) = l%dé(z)] . (A.15)

¥ E a época em que as oscilacdes actsticas de bdrions apés a recombinagio se “congelam”, fornecendo as ondu-
lacdes que vemos hoje na distribuicdo de matéria.
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Vamos agora voltar nossa atencao aos termos entre colchetes no lado direito da Eq. (A.13).
Os resultados do sétimo ano do WMAP (Jarosik et al. 2011) fornecem €, = 302,44 +0,8. A
razao ry(zq)/Dv(zeao) foi primeiro estimada por Percival et al. (2010) em zgao = 0,2 € zgao =
0,35. Ap6s isso, os resultados do 6dF Galaxy Survey (Beutler et al. 2011) forneceram uma nova
estimativa desta razdo em zgao = 0,106. Mais recentemente, a colaboracdo WiggleZ (Blake
et al. 2011b) obteve esta quantidade em zgap = 0,44, zgao = 0,6 € zgao = 0,73. Por fim, a razdo
rs(zq)/rs(z.) = 1,044 + 0,019 foi calculada por Komatsu et al. (2011). Os dados obtidos apds a
combinacdo destes termos sdo mostrados na tabela A.1.



B Ferramentas estatisticas

A tarefa de se determinar quais modelos cosmoldgicos ou gravitacionais sdo adequados a luz
das informacdes empiricas tem se tornado bastante intensa, principalmente com a evolugao da
cosmologia observacional ao longo dos anos. Basicamente, esta tarefa consiste em se ajustar
os parametros livres do modelo de interesse as observagdes. Neste sentido, diversos métodos
estatisticos tem se mostrado de grande utilidade tanto na inferéncia de parametros quanto na
selecao de modelos cosmoldgicos/gravitacionais. De fato, esta foi a tarefa empregada na esti-
mativa dos parametros dos modelos investigados nesta tese. Introduziremos, neste apéndice a
ferramenta estatistica utilizada nos trabalhos descritos nos capitulos 5, 6 e 7.

B.1. Teste de y’? e regides de confianca

Nosso principal objetivo quando procuramos ajustar um determinado modelo aos dados obser-
vacionais disponiveis é minimizar uma determinada funcdo de mérito que quantifique a dis-
crepancia entre os valores observados de uma determinada quantidade e aqueles previstos pela
teoria em questdo. Em outras palavras, a comparagdo entre teoria e observacdo é realizada
calculando-se o valor tedrico da quantidade y*°(x;|P) para determinados valores dos parimetros
livres da teoria P = py, p,, ..., e comparando-o com o seu valor observado y?bs(x,-).

Uma funcdo de mérito extensivamente utilizada para este fim é a funcio 2. O método de
minimizagio de y> — ou dos minimos quadrados — é amplamente aplicado na inferéncia de
parametros e ajuste de modelos*. Embora, por si s esta técnica nio ofereca todas as respostas
acerca da relagdo entre o modelo testado e os dados utilizados, ela pode fornecer resultados para
os trés objetivos bésicos de um procedimento de ajuste:

1. Fornecer estimativas (0 melhor ajuste) dos parametros livres,
2. fornecer os erros associados aos parametros livres, e
3. fornecer uma medida da qualidade do ajuste.

Um resultado insatisfatorio para o terceiro item geralmente implica na auséncia de sentido dos
resultados dos items 1 e 2.

* E um dos métodos mais utilizados por frequentistas, se ndo o mais utilizado.
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Para um teste observacional com N medidas de (xi,y?bs) e de erros o7, a discrepancia entre
teoria e observacgado € quantificada pela fungao

N Jobsg .\ _ \,€0( ;-
o= 3T D) o)

2
P g

Se os dados sdo correlacionados, o y? torna-se

N

P = > [ ) =y lP)| G [y () =y iP)] (B.2)

i,j=1

onde C i_jl é o inverso da matrix de covaridncia descrevendo a covaridncia entre os dados, dada
por
_ obs teo obs teo
Cyi = (35" () =y P | [P (x) =y (x,1P)]) - (B.3)
Quando nos referimos ao melhor ajuste de um modelo, estamos fazendo mencao aos valores dos
parametros livres P que minimizam esta fungdo, ou seja, que fornecem um szm- No caso em

que a distribui¢do dos erros o; € Gaussiana, minimizar a fun¢do (B.1) € equivalente a maximizar
a probabilidade

L ocexp [—%XZ(P)] . (B.4)

O método de minimizag¢do utilizado em nossos trabalhos consistiu na busca através da grade dos
parametros livres. Neste método, se condidera um intervalo razodvel para os parametros livres
do modelo, com a esperanca que o valor )(fm,n seja encontrado naquela regido. Preferencialmente,
esta regido é delimitada pelos limites fisicos dos pardmetros livres, a menos que se possua
alguma informacao adicional sobre algum(uns) parametro(s).

A grade dos parametros pode ser utilizada na estimativa dos erros associados aos parametros
livres. Estes erros — ou intervalos de confianca — sao frequentemente estimados pela obtengdo
das chamadas curvas de nivel de y?. Pode-se mostrar que as curvas de nivel de y? no espago
paramétrico correspondem a certos niveis de probabilidade (Press et al. 1992). Cada nivel é
dado por Ay? = y* — x2. e corresponde a uma probabilidade de os parAmetros estarem dentro
do intervalo delimitado pelo nivel. Também pode-se mostrar que esta probabilidade depende
do nimero de graus de liberdade v, definido como

v = n° de pontos — n° de parametros livres . (B.5)

. . . . L 2
Finalmente, uma regra geral para se verificar a qualidade do ajuste € que o valor de y; . para
um ajuste razodvel deve ser proximo do numero de graus de liberdade v. Portanto, valores de
Xi = x>, /v ~ 1 geralmente indicam um bom ajuste. Precisamente falando, a fungéo y* torna-se
normalmente distribuida para altos valores de v, com média v e desvio padrao V2v.
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Tabela B.1.: Ay? como funcio do nivel de confianca e graus de liberdade. Tabela reproduzida de Press
et al. (1992).

v 683% 954% 99,73%

1 1,00 400 9,00
230 6,17 11,80
353 8,02 14,20
472 970 16,30

~ W

B.2. Marginalizacao de parametros

Um outro conceito importante a ser descrito € o da maginalizacdo (Gregory 2005). Nao sdo
poucos os casos em que algum (ou alguns) dos parametros do modelo ndo sdo de muito inter-
esse para o estudo a ser realizado. Um exemplo disso em nossas andlises foi a constante de
Hubble H,. Considere que os parametros de um determinado modelo sdo P = {py, p»}. Se nds
queremos saber a distribui¢do de probabilidade do parametro p; a despeito dos valores de p;,
podemos resolver este problema somando a distribui¢do de probabilidade sobre todos os valores
possiveis que o parAmetro p, pode assumir’. No caso de varidveis continuas — o que ocorre
mais frequentemente — a marginalizacdo € realizada pela integral

L(p1) = fdpzlz(l?l,l?z), (B.6)

No caso em que a distribui¢do de erros dos dados é Gaussiana, podemos utilizar a probabili-
dade (B.4) e minimizar a funcao

P(p1) =-2InL(p)) = -2In [fdpz e_é’(z(’”’”z’]- (B.7)

As Egs. (B.6) e (B.7) podem ser diretamente generalizadas para o caso de mais de dois
parametros. Dependendo da situagdo, esta integral pode ser resolvida analiticamente, como € o
caso da marginalizagdo envolvendo testes de SNs Ia (Di Pietro & Claeskens 2003).

* E claro que, computacionalmente, nio serd possivel realizar esta tarefa caso pelo menos um dos valores limite
do parimetro seja infinito. A solu¢@o neste caso € considerar uma regido na qual o valor do parametro seja
aceitdvel fisicamente, ou na qual ja se tenha alguma seguranca de que esta regido compreende uma grande parte
da distribuicdo de sua probabilidade. No entanto, mesmo para casos deste tipo, o problema ainda podera ser
resolvido se for realizada uma mudancga de varidveis pertinente (veja a secio 4.4 de Press et al. 1992, para uma
descri¢do de alguns métodos que solucionam este problema computacionalmente em linguagem FORTRAN).
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